VARIACIONES EN TORNO A UN TEMA DE STEINER

Por GABRIEL POVEDA RAMOS

INTRODUCCION

1. Con motivo de un estudio que el autor adelanta sobre descentralizacién industrial en Colombia
y sobre ubicacién de fabricas, dio con el siguiente problema elemental: dadas tres ciudades, A, B, C, en
un mapa plano, y dados tres niimeros reales positivos m;, m,, ms, localizar el punto Q tal que

m, ﬁ-{-mz _Q_]§+m3_Q_6

sea minimo. En la realidad este problema es el que se plantea al buscar una ubicacién Q para una fabrica
que ha de proveer los mercados de tres ciudades A, B, C, mercados cuyo consumo anual en toneladas es
m,, m,, m; respectivamente, de tal manera que el nimero de toneladas-kilémetros de transporte sea mi-
nimo, y por lo tanto, que el costo de movilizacién del producto a los tres mercados sea minimo, a lo
largo de carreteras (u otro tipo de vias) rectilineas. El autor ha encontrado después de minuciosas
pesquisas, que el problema, aunque aparentemente simple, no es nada trivial, y que, en la literatura
corriente no presenta la solucién explicita para este problema, ni para algunas extensiones del mismo.
Solamente el libro de Weber sobre localizacién de industrias (1) da una solucién geométrica, aunque
incompleta de este problema.

2. Desde el siglo XVII se encuentran en la literatura matematica clasica, referencias a aquella
forma particular y simplificada de este problema en la cual m; — m, — m;. En este caso, como es obvio
se trata de determinar el punto Q desde el cual la suma de las distancias d; + d: + d; a tres puntos fijos
Py, P;, P; es minima (2).

Asi lo plante6 Cavalieri en 1647, y consiguié demostrar que cada lado del triangulo P, P, P; debe
subtender un angulo no menor de 120° desde el punto 6ptimo Q que se busca. En 1834, Heinen observé
que en un tridngulo que tenga un angulo de 120° el vértice de este angulo es el punto minimo mencionado.
Estudiando la misma cuestién para un cuadrilatero convexo, Fagnano demostré en 1775 que el punto para
el cual la suma de sus distancias a los vértices es minima, es la interseccién de las diagonales. Tadenat
encontr6é en 1810 para el caso de n puntos la condicién necesaria de que la suma de los cosenos de los
angulos entre cualquier linea arbitraria en el plano y las rectas que unen los n puntos con un punto Q,
debe ser cero si Q es el punto que hace minima la suma de distancias. Finalmente Steiner prob6 en 1837
que las condiciones necesarias y suficientes consisten en que la suma de los cosenos y la suma de los
senos de los n 4dngulos Q, entre una recta arbitraria y las rectas desde Q a los vértices P;, sean ambas
nulas (3).

3. El aporte de Jakob Steiner, quien entonces era profesor de Geometria en la Universidad de
Berlin (4) consistié no solo en el teorema muy importante que acabamos de mencionar, sino en que dio
la solucién explicita al problema examinado por Cavalieri para 3 puntos. En efecto, Steiner mostré que
el punto Q desde el cual la suma de sus distancias a tres puntos A, B, C, en un plano es minima, es aquel
desde el cual los tres lados que unen los puntos dados subtienden angulos iguales de 120° cada uno
(como en la figura anexa), y que si uno de los angulos del tridngulo A B C fuera mayor de 120°, su
vértice es el punto buscado. (5)

Por eso este sencillo problema se llama el problema de Steiner. Aqui lo llamaremos el problema
simple de Steiner. Durante el resto del siglo pasado permaneci6 practicamente olvidado, pero desde
hace unos 50 afios fue redescubierto por los economistas que se esforzaban en formular una teoria siste-
matica sobre localizacién de industrias (1, 6, 7, 8).

4. En el plano euclidiano el problema ponderado, para n puntos, admite una interpretacién mech-
nica muy sencilla que, a su vez, sirve para darle siempre una solucién experimental o de tipo analégico.
En efecto, se trata de localizar un punto Q tal que

n
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sea minima, siendo m,, m,,. .., m, nimeros reales positivos, y siendo d; la distancia de Q a cada uno de
los n puntos, P, fijos, dados de antemano én el plano, como se muestra en la figura anexa. (Fig. 2).

5. Imaginemos un plano horizontal y liso, perforado en n puntos P,, P,, ..., P, por huecos muy
finos y perfectamente lisos. Tomemos n cuerdas largas, muy livianas e inextensibles; anudémoslas todas
en un mismo punto de atadura Q; hagamos pasar el extremo libre de cada una por un hueco en el punto
P,; y al final del extremo libre correspondiente, atemos una pesa o tara de masa m,. Dejando luego libres
esas taras, sometida cada una a su propio peso y sostenida por la cuerda correspondiente, si el sistema
encuentra el equilibrio, las tensiones en las cuerdas son m, g, y el punto de atadura Q adopta la posicién
que hace minima la suma de sus distancias a las poleas, multiplicadas dichas distancias por las masas de
las respectivas taras, como vamos a verlo.

Llamando L; a la longitud de cada cuerda desde el punto comiin de atadura Q hasta el centro de
gravedad de la tara (de masa m;), pasando por el hueco en P, como se indica en la figura anexa, la
energia potencial del sistema con respecto al plano horizontal es (Ver Fig. 3).

n n n
— 3 gm (Iy—d)) =g 3 mdi—g 3 ml,
i=1 i=1 i=1
siendo g la aceleracién de la gravedad.
De acuerdo con el principio de minima energia potencial, de la expresién anterior se deduce que el
equilibrio del sistema corresponde a la condicién.
n
min, 3 m;d;
: i=»1
Puede decirse también que segln el principio de los trabajos virtuales de D’Alembert, la configura-
cién de equilibrio estd dada por la condicién de que los trabajos virtuales compatibles con las restric-
ciones sean nulos, es decir, que
n
E m.g. d1 =0
i=1
0 sea
n
2 m; d1 =0
i=1
Esta ultima es precisamente la condicién estacionaria del minimo buscado. Como se ve, el problema
mecéanico y el problema de Steiner en el plano, son equivalentes. Ademés, es obvio que esta misma inter--
pretacién mecanica puede darse para el problema en 1 dimensién (segmento de recta) o en el espacio
euclidiano de 3 dimensiones.

6. La cuestion de la existencia de solucién puede examinarse en términos del modelo mecénico. O
bien existe una configuracién de equilibrio tal que el punto Q quede dentro del poligono P, Ps..., Py,
en cuyo caso la posiciéon de equilibrio para Q es la buscada. O bien, no existe un equilibrio en estas condi-
ciones, en cuyo caso el punto Q es arrastrado hacia uno de los huecos, y se detiene alli, por obstruccién.
En ese caso, el punto ocupado por ese hueco es la solucién del problema. De todos modos, el modelo
indica que el problema en el plano tiene siempre solucién (aunque no necesariamente inica), y que dicha
solucién pertenece siempre a la envoltura convexa del conjunto de puntos P,, P...., P,. Desde luego, el
modelo permite determinar experimentalmente una solucién grafica. En este caso el modelo mecénico
actia como un computador analégico.

7. Cuando se trata de identificar el punto de minima suma de distancias a n puntos dados, el modelo
mecénico se construye poniendo m; =1, (i=1, 2, .., n). Un punto Q * interior al poligono es el punto
minimo si y solo si es el punto de equilibrio para la atadura de las n cuerdas. En tal caso, las tensiones en
las cuerdas son m;g — g; y sus proyecciones sobre cualquier par de rectas perpendiculares entre si que
pasen por Q*, son g. sen 6, g. cos 6, siendo 6; el dngulo formado con una misma de tales rectas por
la cuerda que va a la polea P,. Hay equilibrio si y solo si las sumas de las proyecciones de las tensiones
sobre ambas rectas, son nulas:

(1.7.1) 3 sen 6 =0; (1.7.2) 3 cos 6=0
i=1 i=1

Este es precisamente el teorema demostrado por Steiner en 1837.

8. El problema general (ponderado) de Steiner para n puntos en un espacio de m dimensiones se
puede enunciar asi:

Sean Py, P,, ... P, puntos distintos en un espacio geométrico de n dimensiones, y m;, my, ... m,
ntimeros reales no todos nulos, positivos o negativos, dados. Determinar el punto Q* que hace minima
la forma lineal homogénea

S m.d (QP)

i=1
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siendo d (QP;) la distancia geodésica de Q a P, (8, 9).

Como para otro cualquiera, lo primero que debe plantearse son las cuestiones de existencia y unici-
‘dad. Aqui (como en el problema de Plateau, con el cual este tiene ciertos rasgos formalmente semejan-
tes), lo primero que se debe investigar es si existe siempre un punto geodésicamente conectable con los P;.
Se sabe bien que esto es posible en un espacio euclideo, pero no en cualquier espacio geométrico.

Luego, deberd investigarse si existe un minimo y cuales son las condiciones necesarias y suficien-
tes para ello; y posteriormente, si ese minimo es tinico o es miiltiple, y en qué casos. Y por fin, si las tres
cuestiones anteriores tienen respuesta favorable, sera necesario caracterizar la solucién, ojala mediante
un procedimiento constructivo.

Hay que decir que el problema, en su forma general, no ha recibido hasta hoy un tratamiento com-
pleto, en estos términos. Los pocos casos particulares en que se conoce una solucién explicita completa
y univoca, corresponden a n < 4, con factores ponderales m; todos positivos, en el espacio euclidiano de
2 dimensiones, o sobre la esfera. Inclusive los que presentamos aqui, que creemos no han sido publi-
cados antes, revisten estos caracteres bastante sencillos.

9. La estadistica elemental nos permite darle otra interpretacién al problema de Steiner. Como
bien se sabe, se llama mediane de una distribucién de ntimeros reales distintos x,, xs, .. ., X,, con frecuen-
ciag relativas m;, m,, ... m,, respectivamente a un nimero no menor que la mitad de los niimeros en
la distribucién dada, y menor que la otra mitad. Facilmente se demuestra que la mediana L es también
un nimero que hace minima la suma

5 m [X,—p, peR

i=1
Pasando de la recta a cualquier espacio métrico, se ve que el punto Q que se investiga en el problema
de Steiner puede también llamarse punto mediano de P,, ... P,. Esta interpretacién es original del

autor.

10. En lo que sigue nos ocupamos de los siguientes aspectos relacionados con este problema:
a) El problema ponderado de tres puntos en el plano euclidiano.

b) El problema ponderado de tres puntos en la esfera.

¢) El problema ponderado de cuatro puntos en el plano.

d) Algunas consideraciones sobre el problema de n puntos en el plano.

Aunque todos estos son aspectos elementales, el autor no ha podido encontrar publicados en la lite-
ratura corriente varios de los resultados que se presentan aqui, a pesar de haberlos buscado prolija-
mente. (Ver la bibliografia, al final).

EL PROBLEMA DE LOS TRES PUNTOS EN EL PLANO

1. Sean P,, P, P;, tres puntos distintos fijos en un plano, y localicemos el punto Q cuyas distancias
d; a los puntos P; respectivamente, hagan minima la suma

S=m; d; +d;+ msd,

siendo m,, m,, m;, niimeros reales prescritos, estrictamente positivos. En primer lugar, es obvio que dicho
punto no estd fuera del tridngulo. Ademéis S es una funcién de punto definida en todo el tridngulo,
inclusive en los lados, es decir sobre un conjunto compacto segtin la topologia usual del plano. Asi mismo
S es continua en el interior del tridngulo. Por lo tanto, S tiene un minimo, y lo adopta en el interior del
tridngulo o en algiin punto de su perimetro.

2. Admitamos, en primer lugar que el punto de minimo, Q*, esta en el interior del tridngulo. Para
localizarlo podemos utilizar un razonamiento geométrico inspirado en el principio de optimalidad de
Bellmann-Pontryagin. (20).

Sea Q* el punto minimo (o punto de Steiner) y variemos infinitesimalmente su posicién, mantenien-
do d; constante, es decir, en la direccién de la tangente en Q* a una circunferencia de radio d; centrada
en P;. (Ver figura 4 anexa). En estas condiciones deberé tenerse para la variacién infinitesimal.

(mzd; +mgds) =0
lo cual equivale a

(2.2.1) m;/m, = sen az/sen B
Repitiendo estas consideraciones al mantener d. constante y luego d; constante, se obtiene
(2.2.2) my/m; —sena;/ sen B

(2.2.8) my/m, =senay/ sen By



Observando que 81 = a2, B2 = a3, Bs = a1, a1 + a2 + a3 = » se deduce como solucién del sistema for-
mado por las Gltimas tres ecuaciones:

m; :m; : My = SeN a3 : 8€N a2 : 8eN a; €8 decir, que los tres angulos a1, az, ag Son los angulos de un
triangulo cuyos lados opuestos son respectivamente proporcionales a my, m;, m; (supuesto que cada m
sea menor que la suma de los otros dos), como se indica en la figura 5.

(2.2.4) sena; =Kmyseno; =kmgsengs =km,
Aplicando la ley del coseno al triangulo de la figura, se tiene:

mg? = m,? + m,% — 2m, m; /1 — k2 m;®

y después de algunas operaciones se encuentra

VA4m;? mg? — (m;* — my? 4 m,2) 2

2m1 ms Mg

que es un ntimero real (por ser m; < m; + m;g) como puede demostrarse facilmente. Asf pueden calcu-
larse explicitamente los &ngulos a1, a2, a3.

Fécilmente se advierte que en el caso simple, cuando m;=m,=ms=1, k vale \/3/2, y
a1 = az = a3 = 60°, En consecuencia, los angulos entre las rectas que van desde Q hasta los vértices son
de 120°, como lo encontré Steiner razonando de otra manera.

3. En el punto Q se tiene simultidneamente

E (m1d1+m2d2) =0
b (m2d2+m3d3) =0
) (m3d3+m1d1) =0

Sumando y dividiendo por 2 se vuelve a encontrar la condicién estacionaria del minimo.
(2.3.1) 8 (m1d1+m2d2+mad3):8s_—_0

siendo § el operador de variacién (infinitesimal y arbitraria). La variaciéon puede calcularse dando a Q
un desplazamiento infinitesimal. Segin que lo hagamos hacia P;, hacia P, o hacia P; se tendra (Ver
figura 5) :

§S = [~ m; 4 m; coS az + M3 COS a1] h

8S=[—my+4myco8az + m;cos8az] h

8S=[-—m34 m;cosa; +maco8ezl h

siendo h el valor absoluto o médulo del desplazamiento dado a Q. Por la condicién (2.3.1) se deducen
lag identidades.

m; = Mm; €QS az -+ Mg COS a;
(2.3.2) m, = m; coS ag - My COS a2
m; = m; COS a3 -} My COS a3

Estas identidades pueden también deducirse de las relaciones (2.2.4) y de las identidades

Sén a3 = Sen (a1 -+ 0.2)

Sen q; = sen (az + a3)

sen az = sen (ag + a1)
que son obvias.

4. Sean OXY un sistema de coordenadas cartesianas en el plano que contiene los tres puntos dados
(Ver figura 6), y sean (xi, y1), (X2, ¥2), (X3, y3) las coordenadas de los mismos, y (x, y) las coordena-
das de Q. La funcién que se trata de hacer minima es

3
8= 3 m\/(x—x)*+ (y—y)?
f=1
Si Q es el punto minimo y es interior al tridngulo, las derivadas parciales respecto a x y respecto a
y deben ser ambas nulas:

X—X;
E m; - =0
VE—x)% 4+ (y—y)?
y—wn
3 my =0

VE—x)2+ (y—y)?
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Llamando 6, el 4ngulo que forma el segmento orientado P; Q con una recta que pase por P; parale-
lamente a O X, las ecuaciones anteriores pueden escribirse

3 my cos =10

2 m; sen 01:0

Obsérvese que 6; es también el angulo que forma el segmento orientado QP; con la recta r. Se tiene
asi el teorema demostrado por Steiner en 1837 para el problema simple no-ponderado (3).

5. Para localizar dicho punto Q en el plano, en forma grafica, es necesario calcular al menos dos
de los 4ngulos B,, B., Bs.
En la figura 5 es evidente que

(2.5.1) Bi+A:—B;=a;
(2.5.2) By 4+ A3 —Bz=a4

Ademaés, aplicando la ley del seno a los tridngulos QP, P; y QP, P», e igualando su lado comiin QP,,
se deduce

sen By sen (Az— Bs)
g r——— Ll -_—
sen (a3 + a1) sen (a; + a2)
o sea
sen (A3— B;g) sen Aj. sen (a; + a2)
(2.5.3) =

sen B, sen A, . sen (a3 4 a3)

El lado derecho de esta igualdad es una constante que llamaremos A. Combinando las ecuaciones
(2.3.1), (2.8.8) se tiene la ecuacién

sen (a3— B2) = A. sen (B: 4 ¢) siendo e =—a:— A,
Después de algunas operaciones trigonométricas y algebraicas, se obtiene

gen ag— A . 8en (az — Aj)
sen B, =

\/1 4+ A%2 4 2x . co8 (a3 + az~— Aj)
y de las ecuaciones (2.5.1) se obtienen B, y Bs:

Bi=B:+ta—A;
B:=Bs—az+ As

Estos son los angulos que forman las rectas que van de los vértices al punto 6ptimo Q, con los lados
del tridngulo.
Después de algunas operaciones algebraicas y trigonométricas, se encuentra

sen Az +Asen (Ag—az— Ag+ a3)

sen B; —

1+ A% 4-2x . cos (as + ag— Aj)

sen (0.3 + a.z—A2)

sen B; —

\/1 + A2 4 2) . co8 (ag 4+ az— Ag)
Estas expresiones permiten localizar el punto éptimo (supuesto que sea interior).

6. El valor minimo de
S=myd; + myd; + mgds
sera entonces,

sen Bj sen B, sen B,
mL——————— 4 my L, ‘ +myly ——
sen (a2 +as) . sen (a3 + a1) sen (a; + a2)

Este ntimero puede llamarse con propiedad y con justicia “didmetro de Steiner” del tridngulo.
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7. Es interesante advertir que el punto que hace minima a
m; d; + med; 4 msds

no puede estar sobre uno de los lados del tridngulo (fuera de los vértices). En efecto, si P es un punto
sobre uno solo de los lados del tridngulo (por ejemplo, sobre P, P,), ddndole a P un desplazamiento

—
infinitesimal dP hacia el interior del tridngulo y perpendicularmente al lado que contiene P, la funcién
S=m1 ?—Fl—}—mz -PF2+m3 m
tiene un diferencial
—
ds =mj3 cos y; [dP| <0
en donde y; es el 4ngulo con vértice en P formado por P P; y la normal a P, P, en P (Ver figura 7).

De tal manera que, cuando el punto de Steiner no es inferior al tridngulo, necesariamente debe
estar en uno de los vértices.

8. No es posible construir el tridngulo de la figura 5 en el caso de que alguno de los niimeros m;,
m,, m; sea mayor o igual a 1a suma de los otros. En tal caso sea, por ejemplo, m; > m, 4 m;; considere-

—
mos un punto mévil P coincidente con P,, y démosle a P un desplazamiento arbitrario infinitesimal dP
hacia el interior del triangulo P, P, P;. Entonces

—

dS = (m; — m;, cos yp — mj cos yz) |dP|

—_— —_— .
siendo y: el &ngulo formado por dP con P, P; y ys el 4&ngulo formado por dP con P, Py (Ver figura 8).
Pero y2 y ys son menores que 180° y por eso

m; =>me -+ mg > My COS yz -} M3 COS s
luego ’
m —myCoSy2——MzC08y3 >0<L=> ds >0

Esto significa que el punto 6ptimo esta en Pl, es decir en el vértice cuyo coeficiente puntual es
mayor que la suma de los otros dos.

9. Puede suceder que cada uno de los coeficientes m sea menor que la suma de los otros dos, en
cuyo caso puede construirse el tridngulo de la figura 5, con lados proporcionales a dichos coeficientes,
pero que uno de los 4ngulos interiores del tridngulo P, P, P, sea mayor que la suma de los dos 4ngulos «
que deben formar las tres rectas que parten de Q! a los tres vértices P,, P», Ps.

Supongamos por ejemplo, que A; > a; + a2. En ese caso, ninguno de los otros dos angulos, A, As
puede tener la propiedad anédloga, porque si, por ejemplo A, fuera

Ay >ar+tas
resultaria que

AV +Ar>a42mta=rta>nr
lo cual no es posible.

‘Admitamos pues, que A; > a; 4 ao.

—>
Si a partir de P; damos a un punto mévil P un desplazamiento infinitesimal dP hacia el interior
del tridngulo, en la direccién indicada por la linea r (Ver figura 9), se tiene

ds=[m;—m; co8s ¢ —m; .cos (A—¢)]. d—P)
m; > m; cos ¢ o '
¢>ag—0=> €08 ¢ < €08 (ap—0) => — M5 CO8 ¢ > — My 08 (ag—0)
Aj—¢>a;+0=>cos (A; —0) <cos (a; +6)=> —mgcos (A; — ¢) > —mg cos (a; + 6)
ds = m; — m: cos ¢ — mg cos (A; — ¢) > m, cos § — m, co8 (ag ~— 6) — m3z €08 (a; } ) =
m; cos § — m;y (COoS az €08 § 4 Sen az 8en §) — m; (COS a; COS § — Sen oy sen §) =
(m; — m; CO8 az — Mg COS ay) cos 06— (m28eNa;— Mg Sena;) sen =0

El coeficiente de cos 6 es nulo por la ecuacién (2.3.2). Ademas
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m; Sen az — My Sen a; — (Sen a; SeN a2 —8€N az . S€N a;) /K = 0.

Por lo tanto, de P, hacia el interior del triangulo P, Pz P;, se tiene

—>
ds/dP >0
Por un razonamiento analogo, podria demostrarse que, partiendo de P» o de P; hacia el interior del

triangulo, podria tenerse

—_—
ds/dP < 0
En consecuencia: si A; > a; + a2, €l minimo para S =m;d; + myd: + m; d; estd en el vértice P..

10. Teorema: Sean tres puntos distintos P, P, P; en el plano, que forman un tridngulo con 4ngu-
los interiores A;, As, Ag; y sean m,, m,;, m; sendos coeficientes reales positivos. El punto Q desde el cual
sus distancias d;, d., ds a los tres datos Py, P,, P; hace minima la forma lineal homogénea

m;d; +meds +myd;
puede llamarse punto mediano ponderado de P;, P,, P;, y es el siguiente:

a) Si m;> m,; 4 my, el punto minimo Q coincide con Py, siendo i< js¢ks41, y ademés (i, j, k) «
(1,2, 8)3.

b) Si A= a;+a;4+1 (en donde i 4 1 se calcula en la aritmética aditiva médulo 3), y siendo

VAmZmg? — (m;2 —mg? + mg?) 2
(3.10.1) sen a; — mi+1:kmi +1
2m; my;m;

el punto Q estd en P,

¢) En los demés casos Q es interior al tridngulo y es el punto desde el cual las rectas que van a
los vértices forman los angulos

"= " ~—
PiQP:=as+ a1, P2QPs=a;+ a2, PsQP1=0as+} a3
estando los o; definidos por (3.10.1). El punto asf localizado se llama punto interno de Steiner.

11. Como ejemplo de la aplicacién del teorema enunciado, vamos a considerar el problema hipoté-
tico de localizar una fuente de suministro de un articulo para Bogot4, Medellin y Cali, cuyo consumo es
rigurosamente proporcional a la poblacién, y transportado por via aérea a precio constante la tonelada-
kilémetro. En este caso los coeficientes m; son los valores de la poblacién de las ciudades, asi:

P;: Bogota m; = 2.515.096
P.: Medellin m; = 1.096.790
P;: Cali m;=  921.690

En este caso m; > m, 4 mg, luego la localizacién 6ptima es Bogota.

Consideremos también el caso del abastecimiento de acido sulfiirico desde una sola fabrica. Los coe-
ficientes ponderales en este caso pueden ser los porcentajes que el consumo de cada ciudad representa
en el total nacional, asi:

P,: Bogota m; = 13.8%
P.: Medellin me; = 16.3%
P3: Cali mz = 23.83%

La solucién estd graficamente indicada en la figura 10, en donde se ve que el punto de localizacién
6ptima por costo de transporte para una fuente Gnica seria la poblacién de Circasia.

Otro ejemplo de los resultados obtenidos puede darse frente al caso del tridngulo Bogotd, Medellin,
Bucaramanga: el punto de la minima suma de distancias (no ponderadas) a las 3 ciudades, estd en
determinado sitio del Departamento de Boyacé cerca a la poblaciéon de Puerto Nifio. Sin embargo, si la
suma de las distancias es afectada por coeficientes ponderales proporcionales a la poblacion de las ciu-
dades, y teniendo en cuenta que la poblacién de Bogotd (2.515.096) es mayor que la suma de la pobla-
cion de Medellin (1.096.790) mas la poblacién de Bucaramanga (318.267) resulta que el punto que hace
minima la suma de las distancias ponderadas segiin la poblacién estd en Bogota.

Por esta razén cuando se discutid la conexién por carretera de Medellin a Bogota el Departamento
Nacional de Planeacién y la Universidad de Harvard se equivocaron al insistir que la conexién se
hiciera en forma de estrella, con centro en alglin punto sobre el rio Magdalena, ya que lo que se hubiera
tratado de hacer minima debiera haber sido la movilizacién de carga y no simplemente la suma de las
distancias. Con este criterio la conexién 6ptima seria la conexién directa Medellin-Bogota y la conexién
directa Bogota-Bucaramanga.

A



12. Recordando la interpretacién geografico-econémica que hemos dado al problema de Steiner
como problema de ubicacién 6ptima para una fuente de suministro, salta a la vista el interés que tiene
estudiarlo sobre la esfera como versién de la misma cuestién geografico-econémica a nivel global inter-
nacional.

En estas condiciones el problema consiste en localizar el punto Q* que hace minima la funcién.

S=m;d; + mzd; + m;ds

en donde las d; son las distancias a lo largo de circulos miximos (geodésicas esféricas) desde Q hasta tres
puntos fijos P,, P,, P; situados sobre una misma esfera. Obviamente Q debe estar en la misma esfera.

Si ¢, 8 son respectivamente la longitud y la latitud de un punto Q sobre la esfera unidad, las distan-
cias a los puntos P; estan dadas por

d; = arcos [cosd .cosb;.cos (¢ —di) +sendsend], con 0 <<
restringiendo los arcos a un hemisferio para eliminar la ambigiiedad respecto a la funcién arcoseno.
13. Si el punto Q* fuera interior al triangulo esférico, debera satisfacer las condiciones

25/90 =0, 2S/2¢ =10
que, en este caso, se escriben
cosfd.cosb .sen (¢— 1)

(2.13.1) 3 m —0
i=1 sen 6,

3 send .cosdicos (¢—¢;) —cosd . send,
(2.13.2) 3 my =0
t=1 sen 6,

Lamentablemente no hay un algoritmo algebraico para la solucién de este sistema de ecuaciones.
Existen métodos de solucién numérica adaptables a programacién en computadores, tales como el de
maxima pendiente, el de tangentes paralelas (‘“partan”), y el método “costumbrizado” (ing: “Customiz.-
ed Method”). (13, 14. 15).

14. Desde 1775, Fagnano demostrd que para el cuadrivértice convexo plano, el punto que hace mi-
nima la suma de distancias a los vértices es la interseccién de las diagonales (5). Asi, por ejemplo,
Bogota, Medellin, Cali y Bucaramanga forman un cuadrivértice convexo, cuyas diagonales se cortan en
un punto sobre la margen izquierda del rio Magdalena, ligeramente al sur de La Dorada.

En el cuadrilatero céncavo el punto de minima suma de distancias es el punto de concavidad k, que
es lnico (Ver figura 11). Bogota, Medellin, Barranquilla y Cali forman un cuadrivértice c¢éncavo, cuyo
angulo interior mayor que 180° esta en Medellin. Esta ciudad es pues el punto de minima suma de distan-
cias a las cuatro.

El lector puede hacer por si mismo ambas demostraciones, que son muy sencillas, y puede verificar-
las recurriendo al modelo mecénico explicado antes, poniendo m; = m; = m; = m,.

15. El problema de determinar para un cuadrivértice (convexo o céncavo) P;, P, P;, Py, cual es
el punto Q* que hace minima la suma ponderada de las distancias, es decir, la funcién

S=m;d; +m;d; + msds +myde (d;=Q*Pim; > 0)
tampoco se encuentra discutido suficientemente en la literatura existente, ni resuelto explicitamente.

16. Estudiemos el caso del cuadrivértice convexo (Ver figura 12), con coeficientes ponderales m;,
m;, ms, m,. Si el punto interior Q es el punto de Steiner, debe satisfacer la condicién (1.7.2) Aplicando
esta condicién respecto a las direcciones QP;, QPs, QP3, QP,, se obtienen las siguientes ecuaciones que se
explican por si solas:

m; COS ay - My COS ag + M3 co8 (a7 + a2) =m; (Proyecciones sobre QP,)
m; COS a; + Mg COS az + My o8 (ag + az) —=m, (Proyecciones sobre QP;)
m; COS a2 4 My COS a3 + My ¢08 (a; + a2} =ms (Proyecciones sobre QP;)
Mg COS a3 -+ M; COS ag + Mz 08 (az + az) =ms (Proyecciones sobre QP,)
Estas cuatro ecuaciones definen implicitamente los cuatro a4ngulos, que, ademés, cumplen la con-
dicién
a1+a2+a3—|-a4=21r

condicién que ya ha sido incorporada a las ecuaciones anteriores.
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