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OSCILACION DE UNA BARRA PRISMATICA SOBRE UN CILINDRO RECTO DE BASE CIRCULAR

Suponemos que el plano de oscilacién es normal al cilindro, que el eje del cilindro es horizontal y
que la posicion de equilibrio de la barra sobre el cilindro sea la posicién horizontal. (Véase la figura)

Tomemos el plano que pasa por el centro de gravedad de la barra normalmente al eje del cilindro,
por plano coordenado de las Xy; por eje de las x la tangente horizontal a la seccion circular del cilindro;
por eje de las p la vertical hacia arriba y por eje Oz la generatriz horizontal. Como la oscilacién se veri-
fica normalmente al eje de las 2 las coordenadas de ese nombre referentes a todos los puntos de la barra
son constantes y son nulazs las componentes de las fuerzas en esa direccién. Por tanto, se tendra para todos

z
los puntos de la barra: a6 — 0 y Z=0 Y la ecuacion de d’Alambert toma la forma referente a dos

coordenadas X e J.

(1) .rm(z;fax+ g_:{ay) — X (X3x + Y&y)

\

en la cual 2x y 3y representan desalojamientos compatibles con los ligamentos y X e VY las fuerzas dis.
tintas de la reaccion del cilindro.

Despreciando la deformacion del cilindro y de la barra y la resistencia del aire, se tendra X —

Y= —mg. Tendremos:
- arx o d: ~
(2) ;mlgt? 8x + (7;}:-+g) oy] =0

Sea G (x, ¥,) la posicién del centro de gravedad de la barra en un instante dado, y sean GX/ y Gy
ejes paralelos a los ejes fijos trazados por el centro G de gravedad. Se tendra: X=X, + X’ Y=¥ + y

B ) (d"xo d*xs

acx . a X, a=xry . & . dy d3y, ay\ Sv
De donde, o dtt i dt* ) (cx, + ox7) .- diE P = (—gﬁ + Gr ‘) By, + 6y’)
T e T S TR Sy dy, . a*%s o ay, ax’
Por tanto: X'm (»’2”’{ ox 4 '(ﬁ}r" °)’) = Xm (7{&9 Xy + ‘ag‘z‘o OYo + “gpe X + d',v-.r &y + g O% +
ay . arxy axy’ . =
+ G W+ g W+ G W) Y como Xmx' =0  Xmy —0
R dYy . s A% < dy, . sz (X s ay s,
se tendra: X'm (dl" ox -+ “dt)-’- oy) = Xm (&FQ X, + -d-;v,-" oy,,) >m (Z’t" ox! + g oy ) =

ad2Xo o dy, . d*x: . d¥y .
= (G oxo + G ow) + 2 (G o+ GX o).

Por tanto la ecuacién de movimiento es

A% e d*y,
(3) M det ox, + (

= v (X ay .
@+ 8) o]+ xm (G ae o+ G ov) = 0

Tomando un nuevo sistema de ejes movible pero ligado invariablemente a la barra, cuyo origen ge,

el centro de gravedad, y tal que en la posicion horizontal de ésta coincida con la correspondiente de X/ G v
se tendra para una inclinacion /:

x' =E cosl + 7 senl y = — Esenl + 7 cosl

en las cuales £ y 7 son constantes para cada punto de la barra.

dx! dl dl dl . d*x! o dy | dl
Tendremos: = = E sen ! attn cos | a = v di ool 7 y ar T df ° dt
dy’ dl dl A d:l  dx dl
gf =—Seslg—nsnlp=—xq <. gF=—¥gp—d @
d°x’ d°l di ¢ , dy Ldi (dl
i lundle: e =r-2(@) - -
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Ademas: ox! = y'sl 3y = — x'3l

d’x' ., &Y &l s (dI\] . d:l di ] . . 2
Rlauto: g & g 9y = ["' ar — X (E) ]y'°’ i lx' ar TV (tTt) |28l = [y + x| S5 3
X dx’ . a2y’ o o
O bien: X m (d% ox' + a'lgy— oy') = I, g'li 8l = Mg* gf'i el
dl . . .
Por tanto: Mg* dit ol + M[ ?71‘350 3x, + (d—t;‘ﬁ + g) ayoi =0
e L X o d*y, >
O bien: (4) ¢ dr ol + ll dre 9% + (_d-l?— + g)oyol =0

Sea ABL la posicion de la arista inferior de la barra en una posicién cualquiera; OBD la secciéon
recta del cilindro. Sea G el centro de gravedad de la barra, A el punto de la barra que corres bonde a O en
la posicion horizontal de ésta. Sea GA = a OB = rl'="AB y el angulo (AL.Ox) = ((l3A.Oy) — 7
Setendra: X,=xp — rlcosl+ asenl Yo=Vp +risenl +acosl Pero xg=rsenl! Yo = — (1 — cosl) r

Por tanto, xX,=(r+a)senl — rlcos! Vo= —r 4+ (r+ a)cos ! + rl sen I
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De donde: Y- i | acosl + rl senl l dt 8x, = I acosl + risenl !51
d
%‘L:Irlmsl-—asenllz—ﬁ 5)ro:|rlcosl—asenl]61
; a'x, . al diy®
Y también, dr = [ acosl+rl senl I ar T I (r— a)senl + rlcosl I (Zit)
dacy, ‘ dtl FdlNe
s~ = | rlcosl— a3 o — D —_ 2 :
df | 0s ‘”"”I‘(u? -+ [ (r—a)cos rIsmIH(”)
asx, . azy, . & .
De donde: drt 2% + ‘”J.: gy, = ol [(a cos ! + rlsenl) + (rl cosl — a sen [)? ‘aiill +

(dl \®
+(iﬂ) | (acosl +rlsenl) | (r—a)senl + rl cosl) + (rlcosl — a senl) [(r —a) cosl — rlsenl) ]‘:
g —
: ]I a+re f(”._. + [ a(r—a)senlcosl+ ral cos®* | + r(r— a) lsen®l + r*I* sen l cos | +

Fr(r—a)lcos*l —r*i* senlcosl - (r—a)senlcosl + arl sen* 1 ] (tx ) \8/ =

Y



—

ey opl L, o (Y]
v[a--*—r[ dt.,.-l-r‘l(dt)]ol.

[a=+r21=]%+[ar1+r(r—a)1](¢%)"’]51=

Susti 2 &
Ustituyendo en (4) y suprimiendo el factor comin 3/ tendremos:

(5) (p’+a°-+r‘-'l’)g—;=[+r-"l(g-:)_+g[r1cosl—asen1]r0
HagamoS P=p2 ° de[ dl
=P +a+rr . Q=r .'.R=g[rlcosl—asenll. Tendremos: P(“”“,-i-Q T +R=0
Poniend = (d_’)’ = : dy _,adr ., _ o d d _  di-SSsad
o W=\ F7) = [ (b se tendra: v 2 di ' =2 ar " @=2gr= 2 dr

La ecuacién tomars la forma lineal:

(5)! P z—’lv + 2Qy + 2R = 0. Para integrarla haremos y=xz.

X

dz [ % d
(PEI" + 2Qz)x + Pz(-ﬁ + 2R = 0.

d
De donde, Px—‘17+PzFJ;-+2sz+2R=0

Y por tanto:

Determinemos a 2 por la condicién de hacer nulo el coeficiente de x. Asi tendremos:
dz dz | 2Q

Par +2Q=0 >+ pdl=0 Pero 2Q dl = dP
Por tanto: ‘i—z-i-%):dlz-}-le:lez:O IPz=c Pr=:1,
Tendremos, pues, ¢ dx + 2Rdl =0 O sea ¢ x + 2gr / lcosldl + 2gacosl =,

Y como /lcosld!: [Idsenl:lsenl—fsenldl:Iselzl+¢'osl

Py + 2grl sen | + 2grcos | + 2ga cos | = ,

se tendra, notando que ¢ = Pz

¢, —2g|[risenl + (r+ a)cos ]
P

y que xXzZ=1y:

O bien AT—

Llamemos [, el valor de [ que anula a y. Se tendra: ¢, = 2g | rl, sen l, + (r + a) cos []

Y sustituyendo en ) tendremos: (6)

_2g|r({l senl, — lsenl) + (r+ a)(cosl,—cosl)]  rdi\e
i et +at + e _(tﬁ)

Desarrollando el numerador por las potencias crecientes de [/ tendremos:
[:I 10 , 3 \ 4
1, sen I, — /,(/,— 1—2’ 3 +) = — 75‘—3 . Isenl=1(1— ]—'2—3 + ) = — 1‘1“3 e

Asf pues, r(l senl, — Isenl)— r[ B—r—y(r—p)+ ]
(r+a)(cosl, — cosl) = (r +a)|l1— li + ,I," = e ] GBI 5 il I
2 24 2 24
TR . |
=—(r + a) l e 1y — *) ——~-271-(l: — )+ .. ,
Despreciando las cuartas potencias de [ se tendra:
° g ol b =)
(,dl,g ¥ 2g’!“._. (f—a)(/t-'—- #) i_’(? T—Pﬁ-;‘d:) ) ((U). g(r—a) (18 ) A
ag) = et + at ; o8 dt e+ at S0 [
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Antes de continuar notaremos que ((Tt) se anula para /= == /,. Esto no solamente en la férmula

reducida (6)', sino en su valor exacto (6).

{
= s i d(7)
g 2 dl s * l
Despejando a dif  se tendra: dt = =+ l/zr (:-_aa) . ",12——1-. =i |_ 2—;;*_:“) . l ;:—'—_l—_z_
A TER 1 — (.»
)

g 2 l
rens dt = e —-'-—av- ( . "") b
O bien: == gr—a d\ arc. cos I,
Llamando 7 la duracién de una oscilacion, tendremos integrando de —/, a + /, y escogiendo
el signo (—), puesto que el coseno decrece cuando el arco crece:
- et + a°
e ra ; — arc. cos (— 1) |. =x /X q .
= =5 [ arc. cos (1) (—1)] O sea (7 T g0 —a)

EXPERIENCIAS.—Se han efectuado varias experiencias para comprobar la solucién que se acaba de
encontrar, con reglas de seccion rectangular. La anchura de la barra o regla en el sentido de las genera-
trices del cilindro no importa al problema, puesto que tedéricamente se hace caso omiso de la resistencia
del aire. Pero, para la efectividad de las experiencias conviene que esta resistencia sea lo menos posible:
por eso se han empleado reglas delgadas, es decir, cuya anchura en el sentido de dichas generatrices,

sea pequeia.

Poniendo: longitud de la barra == 2/ = L; espesor de la misma en el plano de oscilacion = 2a = A;
radio del cilindro = r, y llamando / el momento de inercia con relacion al eje paralelo a las generatrices
del cilindro, se tendra: =" (+ a). Esto después de ejecutadas las operaciones consiguientes.
que se omiten por brevedad, y considerando (}uc el drea del rectangulo correspondiente a la seccién de la
barra en el plano de oscilacion, es S =4al

De aqui se saca que et + a* ="'/, (F + 4a®). Sustituyendo en la expresion (7) se
.. digar
halla: L= 3z ( —a) (8)
APLICACION DE LA FORMULA ANTERIOR (8).

la. Experiencia. — Cilindro de radio 7 = 0.0375.,. — barra de longitud L =2l =0.600m. y de

espesor A = 2a = 0.006m.

El cileulo, segun la formula (8), da para la duracién de una oscilacion simple: 7. = 02.937. La ex-

periencia, en_tres series de observaciones con medida de la duracién de la doble oscilacion, cinco veces en
cada serie, dio: T, = 0°.943. La diferencia 7T, — 7_ = 05.006 e¢s del orden de los errores de observacion.

L=20=0967Tm. y de

2a. Experiencia. — Cilindro de radio r = 0.08435.. — regla de longitud

espesor A = 2a = 0.019m.
El calculo da para la duracion de una oscilacion simple: 7. = 15.033. La experiencia, con la observa-
T, = 10012, La diferencia 7. — T, = 0%.021 alcanza al doble del

cion de diez oscilaciones dobles, dié:
error medio.

L =2l= 0600n. vy de espesor

3a. Experiencia. — Cilindro del mismo radio — regla de longitud
A=2a= 0.005 .
El cilculo da: 7. = 0°.608. La observacion di6:

za al doble del error medio.

T, = 0°.604. La diferencia 7. — T, = 05004, alcan-

L = 2l = 0.509m.

4a. Experiencia. — Cilindro del mismo radio — regla de longitud y de espesor

A = 2a = 0.0035 .
T.= 00514, T, = 0°.508. Tc — T, = 0~.006.

TSN siendo la diferencia mayor que el error medio.

En casi todas las experiencias se ha obtenido:



