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PLANEAMIENTO DEL PROBLEMA

1—Consideremos el macizo limitado superiormente por una superficie cilindrica de gpneratricep
horizontales y perpendiculares al plano de figura: de este modo sélo tendremos que estudiar el equi-
librio en el plano y no en el espacio, lo que reduce a la mitad el nimero de ecuaciones. . ;

Tomemos en el plano normal a la superficie dos ejes rectangulares O« Oy (Fig. 1-.). Il pri-
mero de éstos lo tomaremos seglin la vertical hacia abajo. Sea AJM,B la superficie superior o libre
del macizo, y S8’ el piso firme sobre el cual reposa. . ] :

Sea M (x,y) un punto interior de la masa. Imaginemos un elemento infinilcsn-mul pnsm.’ltlco 0
de aristas horizontales y paralelas a las generatrices de la superficie libre, de longitud igual a la
unidad y de seccion dz X dy (Fig. 2%) )

Llamemos V la componente vertical de la presion sobre la cara horizontal superior MM,
Sea 7 la componente tangencial de la tensiéon sobre la misma cara. Y sean JI la componente
tangencial de la tension sobre MM’ y T’ la tangencial respectiva.

Estas presiones o tensiones se refieren a la unidad de superficie, y sobre las caras opuestas tendrin
valores incrementados en las diferenciales parciales respectivas. Ademds, sobre el prisma actaa, en el
sentido de las » positivas, el peso mwdedy del prisma.
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Las ecunaciones de equilibrio serén: S X=0 .. ZY=o0 S(Yr—Ay)=o0 O bien:
axX —0 . Ydy ——-(V -+ % (la!) dy + T'dx — ('T' -+- %dy) dr + ndedy = o
g -~ dH arTr
>R e Ve W W 2 § ——( —_— ) Y — —da Vdy =
da H 4 ay dy ydx + Tdy T 4 e dae ydy=o0
ay a1 . an , dT __

Las cuales reducidas dan: — T =0

ay tTaw = °

La ecuacién de los momentos la simplificamos considerablemente toméandolos con relacion al punto
;. Tendremos:

de  dy

L[5 A ar 1 £

ay
Despreciando las cantidades de tercer orden, lo que es riguroso, y dividiendo por —;-d.vdy
tendremos : T—T =o0 O bien L= 1"
av , ar RN 1 SHTTRL . L
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Las ecuaciones se reducen, pues, a las siguientes: ——+———n=—o0 sEt———
¢ PSRy 3 g de  dy dy de
a Jas cuales llamaremos ecuaciones de Boussinesq. :
Estas ecuaciones son dos y las tensiones que en ellas figuran son tres: V, H ¥ i 45 nos t.alta:
pues, una tercera ecnacién para completar el sistema. Para este efecto, consideremos el equilibrio de
medio prisma solamente, es decir, del prisma de base triangular MAM'Af, (Fig. 3%)
Llamemos AN la componente normal sobre la cara oblicua M M’ = ds v @ la componente
tangencial por unidad de superficie sobre la misma cara.
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Llamemos 0 el dngulo que hace la ecara oblicua
M2 con la vertieal 3 tendremos:
ds sen 0 = dy ds cos 0 = dx tang 6 = _(I_y_ 7
d 174
Las fuerzas que actiian sobre el prisma, son: 3
M M,
segin Oax: Vdy .. Tdax — N sen 0 ds a
7 Cr
— Q cos 0 ds + 5 T dedy :
= 1
gsegin  Oy: Hdr .. Tdy — N cos 0 ds :
' + Q sen 0 ds H a i
dx :
" Por tanto: Vdy -4 Tdr— Ndy— Qdxr +- é—n daedy = o i
3 v
Hdr 4 Tdy — Ndx + Qdy = o é"dxd
Poniendo dy = dx tang 0 T
y suprimiendo el término de 29 orden: fj-uda'dy
tendremos: Vitang 0 4T = N tang 0 + Q
T tang 0 4+ H =N — Q tang 0 (2) FIGURA 3%

La ecuaciéon de los momentos queda satisfecha por si misma. En efecto, tomando los momentos
con relacion a 1, tendremos:

1 I 3 2 :
5 Nds* = 3 Vdy: - é— Hdx? 4 Tdady + —15% ndady.dy
Suprimiendo el término de tercer orden X n dady® v dividiendo por —1—d82 se obtiene:

3 2
N="Vsen®0 4 Hcos*0 42T sen 0cos0 Que es el mismo valor que se obtiene de (2) al eliminar a Q.
Despejando de (2) a N ya Q Yy poniendo:
2sen ) cos 0 =sen 20 2c08°0 =1+ co320
se tendra: 2N=V 4+ H— (V—H)cos 20 + 2T sen 20

2sen* 0 =1— cos 20
2Q =(V — H)sen 20 4 2T cos 20 (2)’

Llamando ® el dngulo que hace la presién total /N2 Q* sobre MM’ con la normal a
dicho plano, tendremos:

cE . Q=N+ Q*seno N =/N? 4 Q? cos» (3)
or tanto:
V — H)sen 20 + 2T cos 20 : 2
tang ® =§V = H;ZZ); 30 ::_- 37 ::,);r 30 (4) Ademids, si en (2) ponemos Q =N tan o
Vitang 6 + T

y dividimos miembro a miembro, tendremos: tang(0 4 w)= (4)" que es 1itil conocer.

T tang 0+ H
Hagamos en esta tltima =0 y busquemos el valor de 0’ correspondiente; tendremos:

Vitang 0" T

P e SRt {0 S 2 : ; 20— (V — t T =
tang 0" = Ttang O + I De donde: 7 tang* 0 —(V — H) tang 0 T—i0
O bien:
2 (el 5 el e ,_V—H _/(V—H)*+7T?
(a) tang* '— S S tang O =0 Y por tanto:  tang 0’ = o7 == ' e

Asi, llamando 0, y 0 los arcos correspondientes a las dos raices, tendremos:
tang 0" :E%,(V—II +V(V—H)2+ 47‘3) ¥ tang 0's =O—IT(V——H—\/(V—H)2+4T’)

Tales son las divecciones de los planos sobre los cuales las presiones totales son respectivamente nor-

males. Como (a) demuestra que tang 0’y tang 0's = 1 resulta que 0" =g+ 0, es decir,
que esas dos direcciones son respectivamente perpendiculares y corresponden a lo que se llama presio-
nes principales.

Para hallar el midximum de ® podemos difevenciar a (4) o a (4)” con relacion a 0 dejando
a V. H y T constantes, lo que equivale a hacer girar el plano MM, alvededor de M, En

seguida a igualar %‘6—) 4 o y despejar el valor de 0 para substituirlo de nuevo en (4) 6 (4)".

Se obtiene més prontamente este méximum diferenciando a @ y a N de (3) con relacibn a 6
: dw S

y haciendo a0 = Asi:
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aN d . dN d()
N—=x0 49 ., N—=+20 40 d
aQ do do s dN df df 3 o _
—= = ————— 3en —_—= ————— 03 ® IEn las cuales hemos hecho —==0
ab VN? 4 Q2 db VN? + Q2 a0
. dN A\
N =40 =%

) g . dQ\? dN '-’__( dl Cd (b)

Elevando al cuadrado y sumando, tendremos: (W) +(—d0) = NTF Q7

Pero se tiene de (2)’, derivando con relacién a 0:

%: (V — H)sen 20 4 2T c0s 20 =2Q .. %:(V—-H)cos 20 — 27 sen 20 = (V + H)—2N
De donde:
4OV, (N’ v _ myz 4y av . ,dQ _ _
(39—) +(Tfe‘ =(V—H)*+ 4T NG5+ 056 =2NQ + Q(V+ H)—2NQ=Q(V+H)
2
Sustituyendo en (b), tenemos: (V—H)2 4 47T* =$Q_ (V 4 H)*
: T O i o e 2 2 Porp - “ __(V—H)"'—*«//T"'_!)Iui;l‘:—}-(.Oumx. 5
Pero 8eN° MWmax. __N'+ Q': or tanto: SCN~ 0 max. = (V +]])‘_‘ l"“'" = = () mfn. ( )

Llamando ¢ el angulo de roce limite de la materia de que estd coustituido el macizo, es claro
que, para que el equilibrio tenga lugar, es necesario que O yix. = @

El equilibrio minimo se verifica, pues, para Wmay.= @. Y se obtiene asi la ecuacion de Rankine:
(V —H)? 4 477

CF=H)*

Las direcciones de las presiones principales se pueden escribir asf:

B g h
tang Oy = oo (V — H ++(V + H) sen @)

(5) sen? @ =

tang 0’ = 3{-1-, (V—H —(V + H) sen @)

Facil nos seria demostrar que las direcciones de los planos principales ¢, y 0% son las bi
sectrices de los planos de ruptura, pero no entraremos en esos detalles.

® % =

INTEGRACION DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO
1* Aproximacién

Tenemos : ﬂ-{-%z—n: =o0 (_ZI{_*_Q' =o. (1)
dy ' da

las dos ecuaciones de equilibrio, a las cuales debemos agregar la ecuacion finita de Rankine si se trata
del equilibrio limite, o cualquiera otra que exprese una relacién entre V. H y 7 que deba satis:
facerse seglin consideraciones de otro orden. Por lo pronto prescindiremos de esta tultima.

Para integrar las ecuaciones (1) introduciremos dos funciones desconocidas u y v de
& e y capaces de satisfacer las relaciones: V — mu -+ o7 T=vH Siendo Ty
funcxone.s de’ u y v las cuales vienen a reemplazar a las variables primitivas ® e Y.

Derivemos parcialmente las ecuaciones (a) con relacibn a a Asi obtendremos:

(dH du  dH dv

av du dv ar d ar ’ <
(b) =g EL &5 o, AT dv ar _ gy v A M SE o
dx iz T do T° du dw+dv “da de — 7 dx Lhe du dm+ dv " da
La identificacién de las ecuaciones (1) y (b) se obtiene facilmente al hacer
(dc) o ar dn
B g v AR SOF UL A dH dy dy du
dx St Ldﬂu—_Tiy v vd—u=_—d§ De donde ":_‘71_77:_@__&/
d du du
y : u d
Se tendra, pues: 7 doe = da % dy = — vdy De donde du = da — vdy-
Y como wu debe ser independiente de pues _:ll_v =0 se obtendré: w = o — |vdy
£
O u=o—Y(y) siendo Y(y) una funcién tan arbitraria como v pues Y(y)= f vdy O
v =Y (%) Se tendr4, pues: (I) V=n(e—py)+v(y)T T = (y)H

La integracion no (.lep(.ende, pues, sino de una sola funcién arbitraria P(y) la cual depende de
la forma de la superficie libre.

8i E y m vepresentan las coordenadas de un punto de la superficie libre, se deberd tener en
ese punto V=90 T=o0 y H=o Por tanto (1) da n(E—yp(n))=o0 Y la ecuacitn

(2) E=w(n) 6 w=y(y) deberd representar dicha superficie libre.

-6 =

DISCUSION—Primeramente veremos las condiciones que se requieren para que en rigor (2) pueda
representar la superficie libre, pues s6lo cuando esas condiciones se cumplen es cuando las ecuacio-
nes (I) representan las integrales del problema. Las ecuaciones (¢) o, més bien, las siguientes:

darT dT afn . dn

U= —T oy = ~ requieren para su verificacion que H y 7 _sean
independientes de v; o que v sea independiente de ¥ pues
dT _dT du  dT dv dH__dH du  dH dv

dy - audy T dvdy W dudy dody

Ahora bien, podriamos suponer a  H  independiente de v pero como segun (I) se tiene
T=vH por lo menos 7' dependeri forzosamente de v y,en consecuencia, las ecuaciones (I) sélo
podran dar solucion al problema en el caso de ser v = constante.

Ahora bien, la condicion de ser nulas las presiones sobre la superficie libre impone la condicién
de que w =0 represente dicha superficie, es decir, que dicha superficie sea:

r—| vdy = 0 Pero debiendo ser v = constante, se debe tener: *—rvY =0

que representa un plano. En consecuencia, las ecuaciones (I) no son las integrales del problema sino
a condicién de ser plana la superficie libre.

En el caso de no ser plana, ellas no representarin sino una simple aproximaciéon cuando se da a
Y (y) un valor tal que represente la inclinacion de un plano que divida la superficie externa en re-
giones iguales encima y debajo de dicho plano.

En la practica, la solucion (I) es suficiente, pero desde el punto de vista matemético el pro-
blema es susceptible de una ecuacion mis exacta y de ella nos ocuparemos més adelante.

®* * 8
Tomemos la ecuacion de Rankine: (V—H)*4 }T*—E*(V+H)*=o0 (3)

siendo K =sen ¢ (@ = angulo de roce limite).
Las ecuaciones (I) podemos escribirlas, notando que v = constante—=a yque y(y)=ay asi:

Ve=n(z—ay)+aol .. T=oaol O poniendo aun para simplificar: U=a—ay
V=nu-4t+oH .. T=oaH Llevando estos valores a (3)

(mu — (I —a*)H)* 4 jo*H? — K*(nu 4 (1 4+ a*)H)2 =0
O bien:

nu? —2n(1 —a?)uH 4 (1 —a®)? H* 4 ja* H* — K*(n*u* 4 2x(1 4 o®)uH + (1 + a®)* H* =0
Reduciendo sucesivamente:
(1 —K?*)—2x [(1—a®)4 K2(1 4 a?)]JuH + [(I —a?)2 4 4a*— K?(1 4-a®)*] H*=o0

O bien: (1 4+ a®)?(1—K*)H?> — 2x[ (1 —oa*)+ K*(1 4+ a®)] uH 4 n*(1 — Kx)u* = o
IEsta ecuacion de segundo grado es de la forma alH*—0bH 4+ c=o0 ¥ sus raices se hacen
imaginarias para  b*< jac es decir para 4a® [(I —a?)+ K2(1 + a®) ]%u® <jo*u*(1 + a)* (1 — K*?)*

O suprimiendo a  jx*u® [(1—0a*)4 E*(1402)]*® <(I+4 a®)*(1—K?)* O bien para
[((I—a*)+(I+a*)][(I—a®)+(I+a®) (RK*—1)]< 0

< s amete 1—a? 9
Asi H se hace imaginaria para m<1—2K
8i pues, llamamos ® el dngulo que hace la superficie libre con el horizonte, la ecuacién ante-
rior sera:

1—tang“w cos*m — sen*o

g v P 2 ien : e e e 235 .. 1—Qaendwel— 2
1+ tang*® <I—PsnW'g O bien 7 <1—2sen‘p sen*o <1 — 2 sen’@
sencw> sen’o
El equilibrio no existird, pues, si 0> Si w<g¢ la componente horizontal H tendra

dos valores. Cuando = ¢ los dos valores de H se igualan entre si.

8i en la ecuacién de Rankine hacemos senp=—o0 se tiene V=H y T =o0; llevando estos
valores a (2) se tiene V—=N=H y Q =o0. Todas las presiones son, pues, principales y constantes
en cada punto, cualquiera que sea la direccion del plano sobre que se ejercen. Llevando las condiciones
a las integrales (I) se obtiene 1(y)=o0; en consecuencia la superficie libre tiene que ser horizon-
tal. Estas conclusiones s6lo son simples verificaciones, pues son conocidas las condiciones del equili-
brio de los liguidos perfectos.

INTEGRACION DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO EN EL CASO GENERAL

av  dar aH . T
wtay —*=° aytas =°

Ademés, V T y H estan ligadas por una ecuacién finita, que en el caso de equilibrio limite
del macizo indefinido seria la de Rankine, pero que puede ser otra cualquiera;, ¥ que para mayor gene-
(2)

Estas son: (1)

ralidad la supondremos ser F(V,HT)=o0
Por otra parte, sobre la superficie libve AM B  (Fig. 4*) dada por la ecuacién (3) f(Eqn)=o
se debe tener: V=o H=—o =0 Tales son las condiciones del sistema por integrar.
U,



Suponiendo que en el interior del macizo no haya discontinuidad y considerando ademds el ca-
ricter natural del problema en cuestién, estamos en el derecho de suponer que en cada punto M
del macizo no puede haber sino nmero finito de valores para las presiones VI y T nlmero
que depende de las condiciones impuestas para el
equilibrio, es decir, del grado de la ecuacion (2). 0
Cada sistema particular de valores de V. H ¥
T correspondientes a una soluciom de (1) y (2)
se podra representar asi:

Y

Y (NP |\

(4) V =F(2,y)
T = Fa(2,y) H = F3(z,y)
Si hacemos V = constante, T = constante,
H = constante, las ecuaciones (4) representarin '\/ /——\k/
superficies, las cuales se confundiran con (3) al B
hacer oz —=E§E y=n s decir, que i
Fl(E)’])zF2(E:T])=F8('§ﬂ])=f(g)")=o i
En otros términos: las formas de las superfi- M
cies (4) se convertiran en la (3) para todos los pun-
tos de la superficie libre. FIGURA 4°
Diferenciemos a (4) dejando constantes a V * >
T vy H es decir, a lo largo de las superficies respectivas, y tendremos:
av av a7 ar dH dH
— d ——dy = —do 4+ —— = ——d: —dy =
dx L d dy y g dir do - dy oy =9 dr ds + dy dy=e
De donde:
av ar aH
dy /s av dy 2_—-11-’1;.-(1 dy/,— dil—
dx dz dx

Las funciones p ¢ y r representan los coeficientes angulares de las superficies sobre las cud-
less V7 y H permanecen constantes. Notando que la superficie libre no puede ser dada sino por
una ecuaciéon tal que a un valor dado de ¥ (eje horizontal) corresponda un solo valor de @ Yy no
pueda corresponder otro, mientras que para un valor de @ puedan corresponder varios valores de

Y «lgzha ecuacion  (3) podra escribirse bajo la forma &= y(y) (3)
X ougamo;; U=r—E=a—\(y)=MM, Esclaroque p ¢ y »r serfn funcionesde
y de y podremos expresarlas en funcién de esas variables. Tendremos: -
P = ¢1(w,y) q = $z(1,y) r= ¢a(,y)

Estas funciones, debiend i .
8 1 ) o ser uniforme rom : 4 arrollar por la serie
de Maclaurin, asf: il A R i ;

= dp &
P = Po+ (m)o w - Kyu® = py, 4 y1u

q = qo + (—g—z—) w 4 Kou® = qo + Y21t
s 2 dr ®
r=r, + (Tu')o u -|— K3u2 —, + Yau

Siendo evidentemente Po=(o=T0o=— V' (¥)

e P =W (y)+ yu g = (y)+ yau r=v (1) ysu
sto supuesto, volvamos sobre las ecuaciones diferenciales. Tendremos:
aTr
av arT anr ==
e e o ue Y, a O OH GB =—
dao dy da pues q r R e e e pues r
da
Por tanto, tendremos : (1) av ar -

Rt B o =" de

Hagamos variar a @ dejandoa ¥ constanie d g
g e . : esde @, =1(y) hasta @ = (y)-+e siendo
f-anuge::ill())llg lg:ntg = aé'; 1‘1': zSly) suficientemente pequeiio para oquewla‘.{s cantidades ¢ y r no difie
> ores 7, G ’, 0 i v ' ua-
ciones (1)’ se harén: 90 ¥ 7o es decir,de y'(y) En todo el intervalo u<e lasec

av ar ar dif

(L)~ am " + v (y) 7 o = WVWi(y) =y las cuales integradas darfin:

(2)’ V =mu -+ (y)T T=y(y)H
Llevando estos valores" a la e’cuaci()n finita y condicional del equilibrio, es decirv,a F(V,H,T)=0
se tendra: F(mu + W2H,H\NH)= 0 la cual, diferenciada totalmente da:

ar , R o dH ar(di an
d. ’2 . m 44 a1’ A ok
qy |\ e — my dy -+ -7 da | W dy - 2H\p" dy)-}- ai\de daw +- dy dy)-l—
AP ( ,aH L dH .
+ar\ V¥ Gz de + ay dy + Hd-y) =o0

- -

De donde:

i ad wdl' |, dr , dF\ , dF , , ) ar 7y
o de o+ G dy )(«p ar a8 4y ﬁ)*’}ﬁ (do — /' dy) + 2HYdy )+ Hy"dy = o
Al hacer I = constante, la ecuacion se reduce a:
ar 5 aF
(a) 4 (xtaw —way) + 2Hyy"ay )+ Hv'dy =o

Ahora bien: la ecnaciéon que hemos diferenciado equivale a la que hemos representado por
H = Fg(a,y) ¥y la relacion o sacada de ésta nos dard el valor que hemos designado por r.

dy
Dividiendo, pues, (a) por dy y reemplazando por r el valor —‘% tendremos:
ar
ar AF i i BF g o AF yo ! oL dar \H _,
ﬂﬁr—“ﬁ;‘l’-i-eﬂdell’ +?I_T—H‘p’_° De donde: r=1 2tp’+ili, n\p’
av

8i, pues, (y) fuese constante, se tendria en una segunda aproximaciéon r=1y'(y). Como
debe ser segin lo demostrado antes.
Conocido » hallamos fécilmente a ¢ y & p por las ecuaciones:

T = (y)H V= au+y2(y) H
En efecto, diferenciando primero a 7' e igualando a o su diferencial, se tendra:

df
‘4"(% dw + %{ dy )-l— Hy’dy = o De donde, reemplazando L por —r——  se tendrd:

dy
Y %dm = \P'T%dy + Hy’dy = o Dividiendo por dy y haciendo %’;i =iq se obtiene:
s ()
,AH JAH Fhi ¥ dH ' (y)
‘P'%'Q—de r+Hy" =0 De donde =

Por tanto, si 1)’ (y) = constante, se tendri: Y’=o0 y g=r Y comoen esecaso r= v (y)
ge tendrd: q=r=1vy"(y)
Diferenciando a V y procediendo lo mismo, obtendremos:

n(de —P'dy) -+ = %dm—- r%%dy)—l—i?w’q{'ﬂdy: 0
e o ’ ldll D r’
O bien: (:t—l—r\])-gdg—)p:\p(n-{—rw Ir,-+2‘p H)

Se ve igualmente que p se reduce a 1’ cuando esta cantidad es constante. Si, pues, Y (y)=
constante, la 2% aproximaciéon conduce al mismo resultado que la 1* y por tanto la tercera lo mismo
que la 2% o que la 1%, es decir, se vuelve sobre los mismos resultados que hel.nqs obtenido antes. Si
W (y) es variable, las aproximaciones sucesivas dependen de la ecunacién finita (3), es decir, de
F(V,H,T)= 0. Podriamos hacer una aplicacién con la ecuacién de Rankine, pero nos basta por ahora
con haber hallado el método de integracién y saber que es posible hallar las presiones en cualquier
punto de un macizo pulverulento conociendo la forma de su superficie libre.

No obstante, sin especificar la forma de la funci6n F(V,H ,7') podemos h_allar la fox.'ma de las
funciones V y 7 en funcion de H en una cualquiera de las aproximaciones sucesivas. Sean,
para la aproximacién del orden n:

V = £ (w,y) T = Fa(u,y) H = F3(wy)
Se tiene ademds: =V (y)+ nu 7=y (y)+ y=u r = (y)+ ysu
Siendo ¥1 Y2 ys funciones de u Yy tambiénde y por ser funciones de Y ()’ (»)

av ar ar A=y, dH
Se tendrd, pues: T = T (W @)+ ) G5 iz =W @+ G2
; adv_ 4V du__dV dT _dT du__dT dH__dH
Podemos ponel', l)uesto que U= — \p (y) - Ivz-;m-—d—‘;__—(—i'—‘- H_HT".E—R—“- -—d‘r_-(—l-;
, .
Y por tanto: % =xn- \P'(y)% + yauF’su(wy) Integrado parcialmente con relacién a wu:

V=nu-++Y (y)T +fy3uF'au(u,y)du
T = (y) H + g (. ......)

Si consideramos los puntos

T = (y)H + ’}/auﬁ".u(u,y)du
O mas simplemente: V=mnu-+ Y (¥)T 4+ (0,99 ...)
Las funciones i (wp)”....) a(upp”...... ) analdndose con
que corresponden al méiximo o minimo de 1/ (y) se tendrd en dichos puntos y’(y)=o ¥ por tanto
V=mnu~+ Vuux(y)T T =Y (y)H

Llevando estos valores a la ecuacién de Rankine volvemos a hallar al poner tang © max = PYnax (¥)
que O max =@ (Angulo limite de roce).




