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NOTA SOBRE LAS GEOMETRIAS PLANAS NO EUCLIDEAS

Después de que el lector se haya informado bien del juicio eritico en referencia y de la manera comg
se ha confeccionado la Trigonometria plana hiperbélica, se convencerd de que Gauss, Lobattcheffsky y
Riemann, y en general los que han estudiado a fondo y detenidamente el asunto, han tenido forzosamente
que llegar a las mismas conclusiones a que hemos llegado nosotros respecto del postulado de Euclides. Ha-
biendo tropezado aquellos sabios con un interesante acertijo, se guardaron de aclararlo para dejar un mgq.

tivo de entretenimiento a los curiosos, presentando el enigma bajo la forma de verosimilitud de otras Geg.
metrias planas no euclideas.

El progreso moderno ha sido quizis la causa de que el acertijo no haya sido puesto en claro, pueg log
quehaceres y entretenimientos impiden al hombre moderno, en esta época de automovilismo y cinematg
grafia, estudiar los asuntos con la debida atencion. Por otra parte, se puede afirmar que hoy el mayol:
ntmero de personas estudiosas, sea por falta de tiempo o sea por desconfianza en la fuerza de su Propig

entendimiento, prefiere recargar la memoria mis bien que cultivar la inteligencia ejercitdndola en la in.
vestigacion de la verdad.

_La confusion de conceptos que reina hoy en el mundo sabio respecto de la formacién y desarrollop de
Iz}s ideas cuantitativas, es indudablemente debida a las causas atrds anotadas. Tal confusion de ideag },
sido a su vez causa de que el juguete presentado por Lobattcheffsky haya tomado el caricter de inextrima
ble misterio. En efecto, los ge6metras kantianos que, antes de Lobattcheffsky, conferian a los axiomag 1.
categ?ria de verdades necesarias, admitieron después la existencia logica d.e espacios no euclideos! Eu
cflmbxo, otros sabios que prohijan las ideas psicolégicas modernas, discuten no obstante sobre las difere;1
cias que existen entre lo que ellos han llamado espacios visual, tdctil y motor y el espacio que llaman geo.
métrico, a fin de poder deducir que este tltimo es convencional y que, por tanto, las Geometrias euclidea,;
0 no euclideas no encierran verdades sino convenciones més 0 menos ventujosas' unas que otras! Tales g,
bios psic6logos adulteran profundamente la psicologia experimental, segin la cual el cerebro, centro ner:
vioso, ha venido transformindose paralela Y progresivamente bajo la influencia resultante del conjupg
de todos los sentidos y simultineamente con ellos durante toda la historia de la vida en la labor de aqq 0
tacion del sér al medio en que actia. Segln esta escuela la idea de espacio proviene del efecto msultant~
de todas las sensaciones en circunstancias variadisimas, pero consecuentes a la modalidad que se llume
coexistencia, y ademéis representables en la imaginacion. 3

No se vaya a creer, por lo que acabamos de decir, que el asunto concierne a la alta Filosofia; muy 4
contrario, es cuestioén sencilla al alcance de todos.

La posibilidad de existencia de toda figura geométrica que la imaginaci6on pueda concebir de ung
manera clara, es el principio fundamental de la Geometria. Las ideas sobre tales figuras son intuitivas;, al
hablar en el lenguaje cartesiano se diria que son ideas innatas; segin la psicologia moderna, deben Sep
tan antiguas en la historia del desarrollo de la vida, como el mismo centro cuya forma han modelado ¢y
la lenta labor de adaptacién del individuo al medio.

El lenguaje ordinario de que se ha servido la Geometria pura en la exposicion de sus pl'oposiciones, no
le permite definir categéricamente los lugares geométricos, como podia hacerlo el simbolismo cuantitgy;.
vo del an4lisis; sin embargo, la imaginacion al reproducir de manera perfecta los lugares geométricog se
halla en capacidad de reconocerles algunas propiedades simples, de las cuales se sirve la Geometria Pura
para designar las figuras, tratando de suplir por ese medio la deficiencia anotada. ;Pero cuéintas de aque.
llas propiedades bastan para caracterizar los diversos lugares?

Al representar en nuesfra imaginacién la linea recta, por ejemplo, notamos que es la més corta entre
dos cualesquiera de sus puntos, pues nos recuerda la forma del hilo en tensi6én; igualmente reconocemgg
como consecuencia de aquélla que dos rectas no pueden tener sino un solo punto comin, a menos de con.
fundirvse en toda su ilimitada extensién, ete., ete.
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Asi fue como Euclides designé la linea recta por medio de las dos propiedades indicadas; pero bien
pronto necesit6 de una nueva propiedad para terminar su Geometria; esta nueva propiedad recibié el nom-
bre de Postulado de Euclides.

Como el ge6metra griego no necesité mayor ntimero de propiedades de la linea recta, se puede concluir
que los aziomas de Euclides son necesarios y suficientes para definir cualitativamente la recta. Estos axio-
mas o postulados son:

12 Entre dos puntos de un plano hay una linea que es la més corta, y es la recta. Consecuencia directa
de esta propiedad es la de que dos rectas no pueden tener sino un solo punto comiin a menos de confun-
dirse; y

29 En un plano, por un punto fuéra de una recta no puede trazarse sino una sola paralela.

Al decir que las dos propiedades indicadas son a la vez necesarias y suficientes, se quiere significar:
a) que s6lo la linea recta cumple a la vez las dos condiciones, y b) que, por ejemplo, la primera p1-opiedafl
no es suficiente para definir cualitativamente la recta por existir otros lugares geométricos que la veri-
fican. Bien entendido que se trata de la manera como se razona en la Geometria pura.

Trazar sobre una faja de papel una raya y llamarla recta con la sola condiciéon de que cumpla la. pri-
mera propiedad, y considerar al papel como un plano por la condicion de que la linea pueda desalojarse
gobre €l sin cambiar de forma, no son datos suficientes para que se pueda edificar la Geometria del pla-
no. En efecto, ;se puede estar seguro de antemano de que no habrd lineas que sin ser rectas cumplan so-
bre ciertas superficies que no son planas, las propiedades conferidas a las rayas y al papel? E.s claro que
no. Se podria elaborar la Geometria de ciertas superficies de curvatura constante en la creencia de !mber
hecho una Geometria plana. Tal es lo acontecido con la Geometria llamada hiperbélica, la cual estudia las

propiedades de las figuras formadas por circulos miximos de una esfera imaginaria sobre la cual se mue-

ven dichas figuras. El razonamiento geométrico puro puede, pues, conducir a equivocaclones ‘atn, no:8qs;
pechadas antes de Lobattcheffsky.

Se llama geodésica la linea mas corta que une dos puntos de una superficie. Ahor
perficies de curvatura constante, las geodésicas son las secciones normales. Si, pues, s€
del postulado, el raciocinio geométrico no podria conducir sino a propiedades comunes a todasdas supell.'-
ficies de curvatura constante, positiva, nula o negativa. Pero si en vez de suprimir el P oBtuladojdeptiners
des se le sustituye por el de Lobattchefsky, se hallan entonces las propiedades de las figuras de curvatura
negativa, ete.

Algunos, sea por haberse dado cuenta de que el Postulado de Euclides no v
cién de incompatibilidad de ecuaciones de primer grado, como lo veremos después, sea por
ta, creyeron posible deducir el citado principio como consecuencia de que dos rectas no pucce
un s6lo punto comin sin confundirse en toda su extensién. Sus tentativas no podian tener éxito, pue:1 ex::
plearon el método usual de la Geometria pura, en el cual no es posible distinguir -cuéndo las l-ayan y rzal
pel representan rectas en un plano y cuéndo son circunferencias de circulos maximos sobre-ln es elﬁ i
0 imaginaria, y el postulado siendo como es propiedad exclusiva de la recta, no pod.iu. deducirse com
secuencia l6gica de raciocinios aplicables a especies distintas de lineas y de superficies. )

Los gedmetras, no habiéndose dado cuenta en un principio de la circunstancia que hemos alé;)tad 0(,1 113
insistiendo en la demostracién de la citada propiedad euclidea, intentaron llegar & ella por el m o-e:t ai
absurdo. Lobattcheffsky sustituy6 al Postulado de Euclides el de que por un punto fuérav. d:iz un:lzé;l s ‘d‘;
en ¢l plano del punto y de la recta se pueden trazar infinidad de rectas no secantes conte.m als =4 1;1 e
un angulo desconocido. Pero en lugar de llegar a contradiceiéon vio que una nuev'a Geometliﬂl_(lﬂ S TR
perficies de curvatura negativa constante) tan lbgica como la del plano dedum‘da por Euclic esf,. S
rrollaba ante la fuerza de sug razonamientos. El geémetra ruso estudi6 las propiedades de ieS BTN O%
la errénea creencia de que descubria una nueva Geometria plana no euclidea. ) ;

La linea recta, siendo una linea de curvatura nula podré considerarse como el limite de una circunfe-
rencia de circulo miximo de esfera real o imaginaria, cuando el médulo del radio de la esfel:al cf'ece Pms‘.y
més. En realidad las férmulas de la Trigonometria esférica real y de la Mrigonometria eaterica IMaginstis
0 hiperb6lica, se reducen para mod. R = o a las de la Trigonometria rectilinea. .

En la deduccién de la Geometria plana hiperbélica, las circunferencias de los circulos miximos de es-
fera imaginaria se consideraron como lineas rectas sin que nada hiciese recelar de su \'e"d“_dem. forlr.m. S.e
podria creer que el mismo éxito se hallaria al tratar de establecer la Trigonometria e§fé1-1cu lmngl.na_l'la
como si fuese Trigonometria plana no euclidea; pero tal cosa no es posible, 1o cual proviene de (.1ue Sl. bien
es cierto que la recta puede considerarse como el limite de la circunferencia de un circulo de cur vatul’u po-
sitiva o negativa, tal limite no es alcanzado, pues hay una diferencia sustancial entre la recta y las lineas
de curvatura constante positiva o negativa, como que la recta no cierra mientras lfls otras son curvas ce-

rradas. Tal diferencia es de capital importancia desde el punto de vista del andlisis, pues el.espa(.‘lo d?s-
erito por un punto moévil que se desaloja en determinado sentido no puede servir de variable sino a funcio-

a bien: en las su-
hace caso omiso

enia a ser sino una condi-
intuicién direc-
den tener sino
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nes uniformes de la posiciéon ocupada por aquel punto; mientras que el espacio descrito por un punto que
recorre una curva cerrada en determinado sentido puede servir de variable para expresar funciones peri-
dicas de aquel espacio, las cuales no tienen sino un solo valor para cada posicién del punto sobre la curya
Tales funciones serdn de periodo real o imaginario segin que la circunferencia sea de radio real o de radio
imaginario. '

Lobattcheffsky no sdlié de su error sino cuando se propuso crear la Trigonometria correspondiente a
su nueva Geometria.

La teoria de las variables complejas debida a Cauchy permite estudiar las funciones circulares y las
hiperbélicas independientemente de toda consideracién geométrica, como simples series de potencias ente-
ras y positivas convergentes para todos los valores de las variables. Las funciones circulares sen a
cos z siendo funciones periédicas de @ cuyo periodo real es designado por 2x, pueden determinarse iny
dependientemente de toda consideracién geométrica por medio de los lazos de Prouet. Las funciones hi:
perbélicas S (#) y C () son también peribédicas, pero su periodo 2m\/ — I o 2mi es imaginario (1)

Las funciones sena y cosz son holomorfas y toman valores iguales pero signos contrarios cua :
df’ @ crece en un maltiple impar de semiperiodos = ; en consecuencia la funcién tanga que es el =
ciente del sena por cos® serd meromorfa cuyos polos son los ceros de cosaz y admitird por perc €
do al semiperiodo x. Igualmente 7(z) cociente de S(z) por C(xz) admite por periodo a

o/ —1=mni.
A Sea (Fig. 1) L’L una recta indefinida, P un punto situado fuéra de ella, PO la perpendicy]

bajada de P sobre LL’ y O el pie de esa perpendicular. Tomando a O como origen de las distan .ar
contadas sobre la recta L’L Yy considerando las magnitudes situadas a la derecha de O tales como c(l)us
como positivas y las Om’ como negativas, un punto mévil que recorra a L’L de izquierda a derechg %
drd a cada instante una distancia 2z a O la cual variard de una manera continua desde — oo hten-
+ 0. El punto moévil no pasard sino una sola vez por cada punto m de la recta y no podrd ir de , %Sta
m sino pasando por O, a menos de salirse de la recta. bl

B

io-

A

Nota.—Obsérvese la po.

P sicion relativa de las letrag
27 que designan los puntos de

esta figura con la de log

A mismos puntos de la figurg
segunda (pégina 570) gi-
tuados sobre la esfera, pues
se ha conservado, de prop6.
sito, idéntica su designg-

7 % m’ 0 m 77 cion.
Figura 1a.

Si se une m al punto P se tendrd una nueva recta tGnica, pues por dos puntos no se puede hy,
pasar sino una sola recta. Si por P se traza una recta cualquiera en el plano, ésta no podré cortar y4 =
o I/ en més de un punto y s6lo a una distancia real Om =2, la cual podrid hacerse infinita. L

Haciendo centro en P y con un radio cualquiera tracemos el circulo AMBM’A el cual qQuedayg
cortado en dos partes iguales por la recta MP que formar4d un didmetro, pues pasa por el centro p

Las propiedades de rectas y circulos de que acabamos de servirnos son independientes del Postylgq

de Euclides y no nos detendremos, pues, a demostrarlas, lo cual seria muy sencillo. Tendremos: 9
arc.MBM’' = arc.M’AM — media circunferencia = 140
llamando € la circunferencia entera.

Imaginemos un punto mévil que partiendo de A en el sentido AMBM’ recorra la circunferenciy
Dicho punto pasard y repasari sucesivamente por los puntos M y M’ a cada nueva vuelta. TLog es:
pacios recorridos por el mévil cada vez que pasa por M estaran dados por la féormula AM 4 n.0 oy
donde =m vepresenta el ntimero de vueltas dadas. Los espacios recorridos por el mismo mévil cada vye,
que pasa por M’ serdn AM + (n + 1) C.

Tomemos por unidad para medir arcos contados sobre la circunferencia AMBM’A un arco tal que
la circunferencia entera valga 2x y por tanto = la semicircunferencia. Llamando fo la medida, ep

se expondrd en un namero préximo de esta Revista, en donde se entrarf 3 consj-

(1) El estudio de tales funciones, hecho por Garavito, . Revi en 1
derar mas detenidamente la férmula fundamental de Ia Trigonometria plana no euclidea en la Geometria hiperbélica, analizando a fondo Iay
interpretacién geométrica—N. de la D.

funciones circulares ¢ hiperbélicas independientemente de su 1
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esa unidad, del arco AM, las dos series de arcos que terminan en M y M’ Yy que determinan una rec-
ta finica M’PMm serdn designadas por los valores siguientes:
(A) En M...... B = o+ 2nx 1070 Es6 800 B’ = Bo+ (2n 4 1)m.

Ahora bien: a cada valor real y finito de 2 corresponde un punto m de la recta, el cual unido al
punto P por medio de la recta Pm cortard a la circunferencia en dos puntos opuestos M y M a
los cuales corresponden, respectivamente, las dos series de arcos (A), las cuales dan para la funcién
tang (B) un solo valor, a saber:

tang(B) = tang(Bo + 2nx) = tang(Bo + (2n + 1)) = tang B’

Sabemos, ademds, que tanto z como tangf pueden variar desde — oo hasta -+ oo

Reciprocamente, dado un valor de tangf, se hallarin dos series (4) de arcos, los cuales deter-
minan una recta Gnica Pm, la cual cortard a L’OL en un punto Gnico m a distancia 2 — Om. La
uniformidad reciproca de las variables = y tang(f) estd, pues, rigurosamente establecida, pues ambas
cantidades son reales, varian de — oo a -+ oo Yy ambas son funciones periédicas del mismo periodo
de una tercera variable ciclica f ; de manera que a cada valor particular de 2z mno corresponde sino un
valor particular de tang(f) y reciprocamente.

Podemos, pues, concluir que 2 y tang(f) estin ligadas por una ecuacion de la forma

A z tang (B) + Bz + C tang (B) + D = o. (1)
La determinacién de los coeficientes es facil. Para 2 = o se halla f, = o y por tanto tang (B) = o.

Se tendrd, pues, D = o. Asi, la ecuacién puede reducirse a
A z. tang (B) + Bz + C tang (B) = o. (1)

Habiendo tomado las magnitudes Om hacia la derecha como valores positivos para 2 Yy los arcos
siendo medidos en el sentido atrés indicado, resultard que z y tang(f) tendrén siempre el mismo sig-
no. Por tanto, haciendo z mnegativa, tendremos también que hacer negativa a tang(f) , lo que da:

A z. tang (B) — Bz — C tang (B) = o. )
Sumando (1) ¥ (1)” se hallara: 2Az. tang (B) = o De donde resulta que A=o0
y por tanto, la relacién se reduce a: Bz -+ Ctang (B) = o O bien a z = g tang (B) (I)
pues g = — —g- deberd ser una magnitud positiva para que 2z y tang (f) tengan el mismo signo.

Si damos 2 8 cualquiera de las dos series de valores
ﬁiz[g+2ﬂ‘n] (6) 32:[g+(2ﬂ+1)ﬂ]

Y por tanto (I) dard: 2z = oo.

Las dos series de arcos no definen sino un mismo difimetro del circulo AMBM’A el cual es perpen-
dicular a PO . En consecuencia no habré sino una sola recta trazada por P que no corta a L'OL. Es-
ta recta es la perpendicular a PO . Cualquiera otro valor de  dard valor finito para tangff ¥y por
tanto, para 2. (Postulado de Euclides).

Grande ha debido ser la sorpresa de Lobattcheffsky al hallarse, cuando menos lo esperaba, frente a
frente con el postulado de Euclides. jPor qué motivo no habia hallado antes contradiceién alguna en sus
raciocinios impecables al suponer falsa la propiedad euclidea de las rectas? La respuesta era clara: no
habia razonado con rectas situadas en un plano, sino sobre otra clase de lineas y superficies.

;Cudles eran esas superficies y esas lineas? En sus raciocinios, Lobattcheffsky habia encontrado que
la suma de los tres dngulos de un tridngulo era menor que dos rectos; precisamente lo contrario de lo que
acontece con los tridngulos esféricos en donde el exceso esférico es la relacion del area del tridngulo al
cuadrado del radio de la esfera. Si, pues, el radio de la esfera se hiciese imaginario, su cuadrado se haria
negativo y el exceso esférico se convertirfa en defecto, tal y conforme corresponde al caso estudiado. Lo-
battcheffsky habia, pues, razonado sobre una esfera imaginaria considerada como plano y con circulos
méaximos de tal esfera considerados como rectas.

Los razonamientos de la Geometria pura son més delicados de lo que se pudiera creer debido al empleo
exclusivo del lenguaje ordinario.

Las formulas de la Trigonometria correspondiente a la Geometria de Lobattcheffsky son, pues, las de
la Trigonometria esférica imaginaria, como vamos a demostrarlo.

Las fé6rmulas fundamentales de la Trigonometria esférica real son:

. 3
se tendrd: tang B, = tang f, = tang 5 =

cos @ — cos b cos ¢ -} sen b sen ¢ cos A (1)
sena __ sen b __ senc

sen A sen B~ sen C (2)

cotang a sen b = cos b cos U - sen C cotang A . (3)
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.Llamemos a B y y los lados del tridingulo esférico referidos a una unidad definida distinta del
radio de la esfera y R el radio de ésta en la misma unidad. Las férmulas se harin

o
cos 5= cos% cos ;% -+ serz% sen }% cos A (1)
o B Y
sen — oo -
B Senp sen @)

sen A senB ™~ sen C

@ B
COfaflgﬁ sen o = cos% cos C + sen C cotang A. (3)

Si en estas formulas hacemos R — K\/— 1 — Ki tendremos:

& -~ 1( o a- 1
= A T b = o
R et e k_—FS[;]
cos (IS % —’/; =l
RO mT=slette —C[z]
«@ o
k 7
ey = gy =7~ =l
Figura 2a, efielt

g do estos valor : 3
Sustituye? °S en las formulas anteriores obtendremos las férmulas fundamentales de 1a

Trigonometrid esférica imaginayia, agf:
C & = B_ Y
5] =[] c[z] — s[2] s[Z]eos o
x B
S-S H Y sm
) "’[E"z k“Sk 2 —C[3 C + sen C cotang A
sen A senB T gonC T[a]_ 7| (Gt S€ g A. 3)!
k

y tendremos, €n ese caso particular:

C[%]ZC[%]C%J senB— z[%] sen C=— S[E] cos C:i@
De las dos filtimas se deduce: [E] S[;] T[F]
shlalsl SRl s ot
S B TS ﬁ
O mejor T[%} =S [%} tang C. @

Volviendo sobre lff Figura 22 supondremos que las lineas que habjamos considerado como rectas pg
sean sino circulos maximos de la esfera imaginaria cuyo radio R tuviese por médulo K.

Hagamos Y =% B=PO y € =0. Tendremos: T % 28[2-] tang 0 ®)
Como el punto P 1o suponemos fijo respecto de I’L se tendrd que B ¥y por tanto S [%] serd

[ =]
constante; y llamando A esta constante, se tendra la férmula /i % = A tang 6. (1)

De la f6rmula (y) pueden deducirse las tres férmulas fundamentales de la Trigonometria esféricq
imaginaria, como lo ha hecho Lobattcheffsky.
La formula (y) puede, por otra parte, establecerse directamente aplicando la férmula de la rela-
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cién de dos funciones reciprocamente uniformes cuando se cambia el plano por una esfera imaginaria y

las rectas por circulos méaximos de tal esfera.
Sea (Fig. 2) la representacion simbolica de tal esfera; H'L'OmLHm’ wun circulo miximo, y ¥

el médulo de la unidad de longitud, de manera que la circunferencia valga 2xki ; P un punto cualquie-
ra de la superficie, OPO’ un circulo méximo perpendicular al anterior.

Sea m un punto de la primera circunferencia, y pongamos moO = 2.

Sea m’ el punto diametralmente opuesto; se tendra:

OmHm' = z 4 akn/ — 1 O representando a \/ — 1 por i
Supongamos un punto ficticio que describe la circunferencia OmLHO'M'H’ ; cada vez que pasa
por m y por m’ el arco descrito tendrd por valor:
En m....z -4 2 anki En m ....2-+ (2n 4+ 1) nki

OmHm' = z 4+ nki.

Tomando por variable ciclica la relacién del arco descrito al médulo k de la unidad elegida, los va-
lores de tal variable @ serdn:

EDiE v =£+27tni En m’....q;r=kz—+(2:rt+1)ni.

Como la tangente hiperbélica admite por perfodo =i resultard que

£ . E :
T (¢)= T{z+ 27tru]= T[z +@=+ 1)m]= T (#).

Tracemos la circunferencia AMBM’ con polo en P y consideremos un punto moévil que la recorra.
Tomemos una variable ciclica representada por la relacién del arco descrito por el punto a” una unidad
tal que la circunferencia valga 2x. EI circulo méiximo mPm’ cortard la circunferencia en cuestién en
dos puntos opuestos M y M’ los cuales corresponden a los valores de la variable ciclica 0, asi:

En M .... 0 = AM 4 2mn En M .... 0 = AM + (2x + 1)n.

Como la tangente circular admite por periodo = resultari que
tang 0 = tang (AM + 2 nn) = tang (AM + (2 x + 1) n) = tang 0".

Cuando el mévil que recorre la circunferencia H'L’OmLH , cada vez que pasa por m si se
traza la circunferencia mfxima mMPM’m’ se tendrd un valor para la tangente hiperbélica de la va-
riable ¢ y también un valor para la tangente circular de la variable 0. Si se da el valor de T(p) se
tendrdn dos puntos m y m’ correspondientes a una sola circunferencia méxima, la cual corta en dos
puntos M y M’ a la circunferencia de polo P y por tanto, un solo valor de tang 6. Reciprocamen-
te a un valor de tang 0 corresponden dos puntos M y M’ opuestos, por los cuales no pasa sino una
gola circunferencia méxima mPm’. A los puntos m y m’ corresponden dos series de valores de la
variable ciclica @ y ¢’ los cuales dan un valor tinico para la tangente hiperbélica T'(p).

Las funciones T'(p) y tang son reciprocamente uniformes, de lo cual se deduce facilmente la

formula (B) : T [%] — A tang . (»)

Considerando, pues, las lineas como circunferencias de circulos méximos de esfera imaginaria, se pue-
de establecer la férmula (f§) y por tanto, las f6rmulas de la Trigonometria esférica imaginaria.

Cuando se consideran rectas las lineas I/L no es posible establecer con rigor la fé6rmula (f) sino
haciendo caso omiso de los valores imaginarios de la variable, a saber:

9:‘% + 9% ni v CP’Z% +@r+1)n lo cual no es admisible.

Ademés, ;como se podria justificar la introducciéon de la constante &k ? ;Qué significaria esa, en-

tonces, misteriosa constante? (1).
Si en lugar de considerar imaginario el radio de la esfera lo hubiésemos considerado real, los arcos

terminados en m y m/ serian:

4

+ (2x 4+ 1) n

B

Balmet. . cp=1:+27t“ En m =

Como la tangente circular admite por perfodo = resulta que tang = tange’ ¥y habria perfecta
uniformidad reciproca entre ésta y tang 0, de donde se deduciria que 3 tangf = A tang 0

de la cual se deducirian, a su vez, las férmulas de la Trigonometria esférica real.

(1) Volveremos sobre este punto al estudiar con Garavito, como se dijo en la nota anterior, la férmula fundamental de la Trigonome-
tria plana no ecuclidea en la Geometria hiperbélica—N. de la D.
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En resumen: La Geometria de Lobattcheffsky es verdadera, si \ i ; : : : i
glides y Ri‘emamf;. pero mientras la prim.era se l'e);iere X estleldqi;g:l](l: ‘{;’: g::)p(i‘.lcl(;)a((}(e:ieleed(lg;elfli(;\:::sd:itl;];: Sea Z la resistencia que la superficie opone a la molécula durante el choque; se tendra:
as sobre supex-flc-xes de curvatura negativa y la Gltima al estudio de las figuras situadas sobre esfe d*Z _ 7z dz d= ZT dz 9
reales, la d‘e Euclides se refiere a las figuras planas. No hay, en el fondo, contradiccion entre el postl:.]as o & T [EE\ = o aF e 5
do de Euclides y los fle Lobattcheffsky y Riemann. La suma de los éngulos de un trifingulo esférico es o ”
Yor que dos rectos, sin que dejen de valer dos rectos la suma de los angulos de un tri:’lilgulo rectilineoma- S 5: N R La ul 1 lécul iben d
% impulsiéon que las moléculas reciben de par-

te de la superficie es igual a la accién que éstas ejer-
cen sobre aquélla, de manera que la impulsién que
recibe la superficie de parte de las moléculas conteni-

das en la zona SS sera:

5 El error consiste en designar con los nombres de Geometrias planas no euclideas a las Geometrias
féricas y en poner en duda el postulado de Euclides. s

#* % »

Llamemos espacio a un continuo ilimitado de tres varia i i ; j
lores particulares de cada una de las variables (un valor p'llil(:scl::]dle pxi?lg;clgze)s;’ Z:::Icf;(},xcz ;‘;ni‘éﬁ?zn‘i& o e e e i
los puntos cuyas caracteristicas numéricas satisfacen a una ecuacién entre las tres variz;bleS' lJinc o
conjunto de pu.nt.os cuyas caracteristicas numéricas satisfacen a dos ecuaciones entre las tl'es’variu;i &
L'as superficies més sencillas serin las representadas por las ecuaciones més sencillas, esto es =
ecuacmnesi de pl'i!flel' grado entre las tres variables. Llamemos planos a estas superficies. , R
i I::i‘izizgs 1?11:; :;1(1)(;1],1.2;:::-:‘111 -las dc’esignadas por parejas de las ecuaciones de primer grado entre lag
: s § a estas lineas.
, Las pl:opieflades de las ecuaciones de primer grado con dos o con tres variables, traducidas al len
Je convencional que hemos adoptado, nos permiten enunciarlas en la forma siguient’e: i
Daos rectas que tengan dos puntos comunes se confunden en toda su ilimitada extension.
D?s planos que tengan tres puntos comunes no situados en linea recta, se confunden en uno sol
Si por dos puntos de un plano se hace pasar una recta, ésta estard integramente situada en el ?'
Una recta y un punto situado fuéra de ella determinan un plano. . P
’ Por un punto situado fuéra de un plano no se puede trazar sino un solo plano que sea incom i
(paralelo) al primero. (Postulado referente a los planos). e
punt{:o; ;m punt:i) s;ltftavcl.o Juéra ile una recta y en el plano ‘detcrminftdo por el sistema de la recta y de
I se pueae hacer pasar sino una sola recta que sea incompatible (paralela) a la primera. (POStu

y de parte de todo el hemisferio
T

2
SXT7TZ=2mnvo |send cosb8db=mno.

X o

Pero la suma de las impulsiones en la unidad
de tiempo es la presiéon recibida en 0. Esto es en la
unidad de superficie. Por tanto
y Figura 1a. P—=mno. (l)

. Sea N el nimero de moléculas contenidas en la unidad de volumen. Nada nos impide llevarlas to-
as a un punto geométrico y trazar alrededor de éste una superficie capaz de encerrar la unidad de volu-

men. Asi, el radio de esa esfera ficticia ser4 tal que verifica la relacién —énr’ =1 (@)

sera la

Esto supuesto, el espacio recorrido por las N moléculas, dotadas todas de la velocidad vl
a super-

:in!na d:é los espacios v (en la unidad de tiempo), esto es, N ». El ntmero de encuentros con

c‘?e tcs ncxé que rodea al punto, serd el cociente, por el radio de esta esfera, del espacio total N v (en-

Boﬁ:em;;(;,. Osse:{lxl un solo sentido de adentro para afuera). Asi, como sobre la unidad de superficie es 7
Tre :

lado de Euclides).
En todo lo que acabamos de decir nos hemos referi i No
eferido al Algebra pura: las variables no son coord dnrin=— $ Al
P . . < - < e 3 o o/ tfe 4 7 r3 n= — . — ey 3
;I:?l_:;:;s’mples cantidades numéricas, y, por tanto, no es el caso de sefialar peticién de principio ni ci,-:t_ r No Y como 4 =3 tendremos: B=co 3)
ETR . Sustituyendo este valor 1 A
o Bfas.ta un poco de reflexién para comprender que el postulado de Euclides no es una propiedad geq Pero m N N i e &5 s NG . 1
“CaE ortuita, sino un caso particular de una propiedad analitica aplicable a la cantidad en genera] L peso del ;as en la u‘::idl:dn:ﬁ:n (}e L molfg:rulns contenidas en la unidad de volumen. Si llamamos ¥ €
n nada se alterarian las consecuencias al considerar un continuo de = variables en lugar de tre G e P v
: 4)

siempre que se llame rect i i i 2 =
p]rm(l)) : ?m . cta a yn slsterfla de n—1 ecunaciones de primer grado entre las n variableg . w=mNg De donde P=3 20 O bien w 32
¢ ma de n-—2 ecuaciones entre las mismas = variables independientes. 22 = 2

* *k *

II—Presion de un gas sobre una superficie en movimiento.

NOTA SOBRE BALISTICA EXTERIOR

Buscaremos la velocidad media molecular del gas, relativa a la superficie.
ADVERTENCIA DE LA DIRECCION.— wdi e . ; ' Sean u = velocidad molecular del air lg i6 la ti v COS @ = compon
7 N.—Aunque el estudio a continuacion no tiene relacién algung Bidlntrmalments a la: snperhaio = v ire con relaciéon a la tierra, y :
s reduciremos todas a un

con el tema que constituye el fund iti ]
stit amento de los apuntes cri "av inser : : '
e T g/ . p , r:tcc’os de Garavito, lo insertamos aqui parq day Sea N el nimero de moléculas contenidas en la unidad de volumen. La
Do ge 0 ' la Revista, evitando la pesadez que podria resultar paralos lectores de ella, de g (Rl catorde unsieberai dolradio 57
F f”nlc 80Dy ;:.estos t.opzcos. Asi continuaremos en el niimero prévimo con el estudio de Garavito sob:.l- Q
neiones hiperbolicas, que comprende la nota anterior referente a las Geometrias planas no euclfdea:

-

ente de la veloci-

S

I—Presion de los gases.

% ol Slzaun’;dafll 32?3;%&1& ;noléculas del gas que chocan contra la unidad de superficie, esto es, que atry
iads sobre i s en un solo sentido. Nada nos impide reducir toda la superficie a un puny,
chioléoulng. Aelivas: Esu; I;u U(:stque t;:dos los puntos de ésta estan en condiciones semejantes respecto Se 1 2
S e A molécula‘; delo, sobre el punto que representa todos los de una unidad de superficie, \riae
Qoo utia snpatiaid esférigas en todos los sentidos contenibles en el hemisferio externo del plane it

ik 1 ; i lécul ca cauyo centro sea el punto 0 pasarin, de afuera para adentro y non;l
nte a la esfera, moléculas. Por unidad de superficie, en la unidad de tiempo, el namero de molecﬂ'

n
las sera: N=5nr?

P s e

Upn

Figura 2a.

S'

Sobre la zona SS=rdb de 4rea du—=2wr.rdf sen 0 seré Nndu=n sen 0d0 PO P

les, como van a chocar en el centro, tendrin una inclinacibn 6 con la normal 02z a la superficie YAl

dz L . - 4

e e e e g i g dz| _ Pongamos va=1ucos¢ siendo ¢ el dngulo BOQ. Es evidente que las moléculas contenidas o

p df | v cos B antes del choque. que dxvdergen déallcentro (0] chﬁequete hPAQ chocan contra la superficie SS' mientras que las que di-
vergen dentro del casquete no chocan.
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P S, ALK § ;
ongamos = Y notando que la velocidad relativa de una molécula, estimada normalmente

a la superficie, es Vcosw = v, + ucos tendremos, llamando U la velocidad media normal:

T—¢
NU=frz.27tr.rd6 sen g (v, + u cos 6)

O bien, notando que

nd=rr=N

N T—d¢ T—o N o 'T—¢
NU,=§- v,sen8db + |usenb cosbdb =3 /v"dcose+u/sen9dsen9 =

o “ o o TC—¢

% dlvnll — cos (v—g)| + & sen (n—¢)| = 5 > —o LA
5 5 ) v,,+u,.cos¢+é————cosz¢]=§[v,.+§+§u,,cos¢]=

2
_N[, L a,
._2[0"‘*'-2‘-}‘2—‘1] Por tanto U,:&[u-}-Qun-;-%]
Ahora bien, cuando Unhn =0 se liene U= & u £ — u_z = M
w 3g 3g
[u + 20,4+ l?
Tendremos pues, para la presion sobre la cara anterior de la superficie: ﬁ = i

w 3g

En la faz posterior las moléculas que chocan contra la superficie son las que divergen, seglin el caq

quete QBP. Por tanto

T i S =
NU, =5 :Jt,.serzﬂde-k usen® dsenb =]21fvndcosﬁ+§usen2(n—¢) =
T i

Y N
[v.. (cos®— cos (= — ¢)) + § u sen? ¢’J = §[§u~§uc052¢ — Up + 0, cos¢| =—12Y[§a—v,,+ 5&
u

af
2

Y por tanto 4Uo=[u—20n+§%] [u—20,.+%]2

3g

2

8,0

* % %k
IlI—Resistencia que experimenta un proyectil cilindrico-conico.

Supongamos un proyectil de forma cilindrica
A cada elemento ds de la superficie delant
con la direccién del movimiento el mismo 4ngulo
Las presiones sobre dichos elementos proyec
ponen en un esfuerzo paralelamente a la direccién

terminada por conos.

era corresponde otro igual cuya normal interna for
que la normal externa del primero. R
tados segin la direcci6n normal al movimiento, se ¢
del movimiento y de sentido opuesto, asi: ras

P L\ 0?2 cos? ¢ |2 2, \2
@, Po)dscos4>—3g[(a+v2cos¢+“2—) —(a—20cosy + 288 | s cos =

2 v? cos? ¢
—-—Z—]4vcos¢dscos¢=8%[1 +£€%ﬂ] coSs ¢ uvds cos ¢.

Integrando en toda la superficie del pro
til, tendremos la resistencia LA

R
A58 w V2 cos?
R,_—_S‘Tg-uv//[l +—u—2i’]cosz¢ds.

1

)

|

: Llamando @ el valor medio de ¢, tendre.

) ’ mos:

F \\ R —8—uv l+23£cos2

: 1 =832 P a |cosa| | cos ¢ ds.

: Figura 3a. Llamando A el 4rea opuesta al viento, ge

tendra: X

A=/fcos¢ds De donde R,=8A3£guvcosa[l+l—£_cos2a]

Si llamamos S la superficie total del proyectil A el a d i .
tendré evidentemente: PXDY y el area de la seccion normal a la velocidad, ge
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S sSu

2A w 2A 4 A2 ! A? w 2A0)\?2
— =¢cosa ¥ R|=8A3'§UU {1'{‘—?2‘“”—2‘] O bien R1=16—$-3§uv[1+ )] 4)

T : : s ~
El angulo 5—a que hace la longitud del proyectil con la velocidad, es muy pequeiio, por tanto

A 2 Ap|? ¢ 2
2.4 es también muy pequefio, y a mayor razén o l Pues las mayores velocidades de los proyectiles

S
no sobrepasan la velocidad molecular # de las moléculas del aire. Resulta de esto que el paréntesis ape-

nas excede de 1, y los méas_grandes cambios en la velocidad v del proyectil en su movimiento, apenas
modifican ligeramente el valor de este factor, al cual podremos considerar como pricticamente constante.

A2 2 Av 2] tend ’
e 16—3——[14— = ) endremos:

R, =Kwuo.

Asf, llamando

Llamando B la presi6n atmosférica, tendremos por la formula (4)

B=w‘3u—;_' AR u)u=37g-3 y g——;:Re u=l’3gRe A 3ug=l/3;_%
Y por tanto wuz‘/z:—g-B R,=l/é;_%v=c,/ég Bo )

siendo 6 =273+ la temperatura del aire. 3 \
Queda, pues, la resistencia que opone el aire a un proyectil en movimiento, expresada en funcién de

la presion barométrica, la temperatura absoluta del aire, la intensidad de la gravedad y la velocidad del

proyectil.
Para cada trayectoria g y KR pueden considerarse constantes; pero B ¥ 6 varian seglin la esta-

cién del afio y la altura sobre el mar.

Llamando m ’—'—‘% la masa del proyectil, pondremos H= %l/‘gj B y R=mHBv ®@)"

*x ok Xk

IV—Movimiento del proyectil.

Las ecuaciones de movimiento del proyectil son:

d?x dx d?y dy

roRha P = L —_ ——{e) a
e THBv =0 dt2+HBvds+g )
en donde el plano de las xoy es el plano vertical de la trayectoria, el eje o0x
la vertical hacia arriba.

es horizontal y el oy

ds
Las ecuaciones (a) se reducen a la forma lineal siguiente, notando que U= gr
d%x dx a?y dy b
e _ = — === = 0
e A g TR B A @

e el origen de coordenadas es la boca del
il parte del origen. Llamaremos v, la ve-
con OX.

Para fijar las constantes de integracién, supondremos qu
arma y que el ori%en del tiempo es el instante en que el proyect
locidad inicial y B, el 4ngulo que hace el eje del arma con el horizonte, esto es,

Esto supuesto, la integraci6én no presenta ninguna dificultad.

d.
Poniendo xr=Ade*+C .. A+C=o0 se halla 3;1=Aaea' v,cos b, = Aa
dx ' v, cos b, —HB? dx g o—HB1
Fm—Adie* | .. a=—HB' \Dedondel ix=ctpp |l | ;= vocosfye
La ecuacién en y contiene término independiente. Pondremos J=Jo +u haciendo u=ct+c,
du d?u d?y, dy, du A ) S e
SR 42 —° y ar +HBﬁ.—_o HBdt+g_o o A 0B
Haremos Y, = A, e%!* ‘-%/t—o = A, a, e%’ % = A, a2, e%! De donde ao=—HRB
— H B
Por tanto y=A°e—},Bl—-H——g——Bt+C 2 A°=-—C Y como %:——AOHBQ I-—H—g‘—B
1 HB
[%]01 v,senf,— — A, HB— ﬁq—g De donde A= ——71———8-[00 sen B, + = ]
papiiln g iy _—HBY_ & dy o4 & )—HB __ &
Asi !/—~HB[ UOSQROO+HB][1 e } H———-B[' dt_[vosefz -+-__——HB HE'
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Tendremos, pues
— v, COS Bn — H B
=i 1— e

dx
dr — Vo €OS 0, e—HEB!

(A)m 1 z
—_— — HB g
y HB[vosen6°+HB]|1—e ’———HBt
E—[”ose”"°+y—a]e‘””’—,-;%-

El presente trabajo tiene por objeto hallar la i i
A 1 infl
cafiones, a fin de poder aplicar las tablas de tiro en losui)l:glsze

artilleria funciona en condiciones muy dif
e . ;
Ster Ao cada’ cafifn. y rentes de aquellos en los cuales han sido determinadas las cons-

. pone al movimiento de 108 cu h .d b.
> €rpos -8 ?l 0o o0 Jeto de gran nﬁmero de ex-
pennlentos, pero 188 f()rmulas hnllndas son todas empincas, Y, por conslgulente, aplicables 8610 en ]ﬂs mismag

condiciones experimentadas, por lo que no podria rvirn
> n s i i
dad de estudiar el problema partiendo de al%una hipgtesis 2-1;5::2101 R

Elegi
dicha hip%ltt;ls?: I;z!::l;!::e efefto nqllxellti sobre la cual se funda la teoria cinética de los gases; pPero com
S choqugs pue, lI;ue eas ;110 é(l:u as <}el aire no choquen unas contra otras, o por lo menos que el nﬁo
el coeficiente de la resiste};ugaq:ilel?: ,se(l)- :?e‘::tal:l‘:) ile probable, por razones que no serfa posible expresar aqus,
SGUe Yol R seyrcacntado po H! € un factor desconocido, que la experiencia podria indicap

La resistencia i i :

al / or a4 presenta un término proporcional a la velocida
pﬁgx:lirado c‘iie ésta; pero este tltimo, en las condiciones del proyectil tigne pun valor pequeiio res 17 otro
. Al despreciarlo, la férmula no quedara evidenteme Y o ped CL

Racerhmtearablostlastiact acion AT nte rigurosa, pero tiene la enorme ventaj

3 es de movimiento, y, po At z aja de

maci6n, sobr 2"9, ¥, por tanto, de servir, no s6lo como una primera a R
D e la cual se pueden fundar experimentos y estudios, sino qu::: la creemos suﬁcientg en la prfggg‘

de la presi6n en el empleo del alza de log
montafiosos, como el nuéstro, en donde la

@&
@
@
a
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EL BITELESECOPIO: DESREFIE XIGIN

JORGE ALVAREZ LLERAS

Director del Observatorio Astronémico Nacional.

ADVERTENCIA PRELIMINAR.—Este instrumento, ideado por la Direccién del Observatorio de
Bogotd, con la mira de obtener a poco costo, relativamente, un elemento instrumental de altisima pre-
cisién para la determinacién periédica, con el método de Talcott, de valores de la latitud, ha sido acep-
tado, después de maduro estudio, por Casas constructoras de primer orden, como “La Filotécnica”, de
Mildn; la “Casa Zeiss”, de Jena, y la “Askania Werke”, de Berlin, las cuales se han comprometido a
construirlo. Esta wltima Casa (la Askania Werke) lo ha diseiiado con el nombre: Doppelreflektions-
fernrohr, modificando un poco el aparato de los espejos, que proyecta circulares, y no elipticos, para
asegurar sw rigidez, y, por tanto, la claridad de las imdgenes.

La circunstancia de haber sido aceptado por varios constructores el “bitelescopio de reflexion’ co-
mo aparato construible, que ellos conceptian absolutamente nuevo, nos ha movido a insertar en segui-
da, en esta Revista, su descripcién detallada, haciendo notar, de paso, que tiende él a sustituir, en las
altas operaciones de latitud, con ventaja, a los grandes instrumentos, como el “zenith telescope”, flo-

tante en mercurio, del Observatorio de Greenwich.

El bitelescopio colimador de reflexi6n, instrumen-
to de que hemos hablado en el ntimero anterior de
esta Revista, es un aparato cuya construccién se
funda en los siguientes principios 6pticos y de Fisi-
ca general:

a) Los rayos luminosos de una figura situada en
el plano de las imfigenes reales de un objetivo astro-
némico corregido de aberraci6n esférica y de refran-
gibilidad (aberracién croméitica), salen de ese ob-
jetivo segin un haz de rayos rigurosamente para-
lelos.

b) Un espejo rigurosamente plano refleja la luz
absorbiendo una cantidad de ella que depende de la
calidad y grado de pulimento de su superficie. En
este espejo el angulo que el rayo incidente hace con
la normal a la superficie, es igual al dngulo del ra-
yo reflejado con esa misma normal, en el punto de
incidencia, y tanto el rayo incidente como el refle-
jado, se contienen en el mismo plano que pasa por la
normal dicha. De esto se deduce que un haz de ra-
yos paralelos que llega a un espejo plano rigurosa-
mente se refleja segin un haz de rayos también pa-
ralelos.

¢) Si un rayo incidente sobre un espejo plano es
normal a la superficie del espejo, el rayo reflejado
se confunde con él, o sea, recorre el mismo camino.

d) La superficie libre de un liquido, como el mer-
curio, en el recipiente que lo contiene, es absoluta-
mente plana y horizontal. De esta suerte, en cual-
quier punto de esa superficie, que constituye un es-
pejo plano, la normal es la vertical misma.

De acuerdo con estos principios, si dos anteojos
refractores se ponen frente uno de otro por el extre-
mo de los objetivos, de manera que coincidan aproxi-
madamente sus ejes de figura en su prolongacibn,
los ejes de colimacién quedan rigurosamente en li-

nea recta (moviendo los tornillos de los reticulos)
cuando la imagen de los hilos del reticulo de uno de
ellos coincide con la del reticulo del otro, previamen-
te iluminado por medio de un ocular Ramsden pro-
visto de un espejo plano transparente y que hace un
4dngulo de 45° con el eje Optico del sistema.

Estos dos anteojos son, pues, reciprocamente co-
limadores; siendo el eje de colimacién uno mismo
para ambos. Examinando la marcha de un rayo lu-
minoso que llega al espejillo del ocular (en un 4n-
gulo de 45° con el eje dicho), se ve que este rayo se
refleja siguiendo aproximadamente la direccion del
eje, hasta llegar a un punto del reticulo que esta en
el plano en que se forman las imégenes reales del
objetivo. Seglin principios conocidos de Optica, el
rayo luminoso que sale de este punto pasa por el fo-
co, llega a la superficie interna del objetivo y sale
fuéra del anteojo, después de atravesar ese objetivo,
conservindose paralelamente al eje 6ptico del mismo.

Asi, para el segundo anteojo, los rayos luminosos
que provienen de diversos puntos del reticulo del
primero, llegan como si vinieran del infinito. Cons-
tituyen ellos un haz de rayos rigurosamente para-
lelos, que al atravesar el otro objetivo forman su
imagen real en el plano del reticulo del segundo an-
teojo.

Igual camino recorrerian los rayos que incidieran
en el objetivo de éste y que formarian la imagen de
su reticulo en el plano de los hilos del primero.

Si los dos objetivos de los dos anteojos tienen igual
distancia focal y los reticulos son geométricamente
iguales, se puede lograr, al colimar reciprocamente,
que en el campo visual de cada uno coincidan las
imégenes de los hilos con los mismos hilos y vice-
versa.

Si entre los dos anteojos considerados se interpo-
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