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El objetivo principal de este trabajo es examinar la dindmica y la estabilidad térmica, en términos
de modos normales, de una estructura laminar constituida por un plasma con abundancias solares,
enfriado y calentado a tasas proporcionales a prT y p°T? {ergs cm™? 571} respectivamente y con
un coeficiente de conduecién térmica proporcional a p°T?. Se supone que inicialmente el gas tiene
una presién estacionaria constante. Se hace un estudio analitico de la solucién trivial (equilibrio
térmico), se encuentra la ecuacién caracteristica correspondiente, se analizan sus raices asi como los
dos primeros arménicos y se obtienen tres criterios de inestabilidad, independientemente de si las
superficies de frontera se toman libres o rigidas. Se consideran cinco mecanismos tipicos de calen-
tamiento, de interés en astrofisica.
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Abstract

The dynamics and stability analysis into the normal modes of a slablike thermal structure
constituted by a plasma with solar abundances, cooled and heated at rates ~ p*T%, and p°T*
(ergs cm‘_*" s~1), respectively, is carried out. The initial steady gas pressure through the struc-
ture is assumed to be & constant. A complete analytical study for the trivial solution (thermal
equilibrium) is made; the corresponding characteristic equation, their roots and two armonics are
calculated, from which three instability criteria are obtained regardless the bounding surfaces be
rigid or free. Five kind of heating mechanisms which are operative in different thermal structures of

interest in astrophysics are considered.

Key Words: hydrodynamics - instabilities - plasmas.

Introduccién

La razén de ser de la astrofisica es el conocimiento de
las diferentes estructuras observadas en el universo. Este
trabajo se puede abordar desde dos puntos de vista mu-
tuamente complementarios: la observacién mediante el
uso de instrumentos en el rango de frecuencias del es-
pectro electromagnético accesible, o en la construccién
acertada de modelos. Sin embargo Ia descripcién de esta
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realidad a través de modelos tedricos no resulta ser del
todo completa.

Estrictamente hablando en el universo nada se puede
tratar de forma aislada, sus estructuras (galaxias, estre-
llas, nubes, cuerpos opacos, etc} no se encuentran en equi-
librio termodindmico, por lo que las interacciones de unas
con otras a través de sus propios procesos fisicos las llevan
a evolucionar de un estado a otro. Estos cambios pueden
ser suaves y lentos, o en algunas ocasiones con transi-
ciones violentas en intervalos de tiempo muy pequefios.

Fl estudio de la ¢volucién de los sistemas, entre esta-
dos de equilibrio temporal, es uno de los problemas més
dificiles de la fisica actual, debido a la no linealidad de



642

REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOL. XIX, NUMERQ 75 - NOVIEMBRE DE 1995

las ecuaciones que los gobiernan y en parte a la compleji-
dad matematica y exigencia computacional. En primera
aproximacién se puede hacer una revisién de los estados
de equilibrio y ver la estabilidad de dichos estados frente
a una perturbacién. Alterar los estados de equilibrio,
significa que si un sistema esta descrito por un conjunto
de M variables (temperatura, densidad, velocidad, entre
otras) que a la vez son funciones de la coordenadas 7 y
del tiempo ¢, se investiguen soluciones de la forma

wi(ﬁ t) = 'd’f(ﬂ + 6"/)11(7—": t) ) M, (1)

donde %7(7) son las soluciones estacionarias correspon-
dientes al estado de equilibrio y §%;(7,t) son las funciones
a determinar. Si la magnitud de la funcidn de pertur-
bacidn es mucho menor que la magnitud de la solucidn
estacionaria [§v;(F,t)| << |¢¥?(F)], las ecuaciones funda-
mentales se pueden linealizar al llevar esta solucidn (1) a

i=1,...

las ecuaciones de conservacién y despreciar los términos

de orden superior o igual a 2 en §y;(F,t).

La introduccién de perturbaciones en el estudio lleva
a revisar varios aspectos estrechamente vinculados.

i- En los problemas de estabilidad (Chandrasekhar,
1961), un sistema es estable si todas las perturbaciones se
amortiguan con el tiempo y es inestable si por lo menos
una de las §v;(7,t) crece con ¢. Entre estos dos procesos
aparecen en escena los denominados estados marginales
o de estabilidad neutra, ellos caracterizan en algunos
parametros del sistema, los valores para los cuales la es-
tructura deja de ser estable. Por otra parte los tiempos
de relajacién (crecimiento o decrecimiento de la pertur-
bacién) sefialan algin estado transitorio por el que pasa
el sistema en estudio.

ii.- Las perturbaciones 6v;(7,t) se propagan como on-
das de diferentes tipos en el medio, y durante este proceso
sufren amortiguaciones o amplificaciones, por lo tanto
pueden producir cambios estructurales apreciables en el
sistema; por ejemplo en el comportamiento de las estre-
llas Cefeidas, en las diferentes regiones de la atmésfera
solar, en novas y supernovas, entre otras,

lii.- 8i la condicién |§¢;(7, t)| << |#2(F)| no se cumple,
el sistema entra al régimen nolineal y esto puede lle-
var a la formacion de discontinuidades: detonaciones
o deflagraciones; ondas de choque (fuertes, débiles o
sénicas). Varias de estas discontinuidades estdn intima-
mente relacionadas con procesos tipicos en diferentes sis-
temas, como por ejemplo en atmésferas y vientos este-
lares; acrecién en el entorno de binarias ¥ agujeros ne-
gros; formacién de estrellas, cimulos estelares y galaxias
Ibinez (1986).

Una vez linealizadas las ecuaciones de conservacion, el
problema se reduce a encontrar los métodos analiticos o
numéricos, que permitan derivar los valores propios asi
como las respectivas autofunciones, compatibles unas con
otras, correspondientes al plasma bajo estudio y sujetas
a las condiciones de frontera. Dentro de este desarro-
llo, un andlisis de Ia solucién trivial estacionaria permi-
tird encontrar soluciones analiticas al problema, lo que
fisicamente corresponde a la solucién para el equilibrio
térmico.

Tabla 1
Valoves de Deusiclisl p, Teinperatwa T y Distancia R
Para 9 cluses diferentes de gases {Kenneth,1930)

Regricin ot (ean™) T(K) R (rm)
Tonofera 70 200 - 1500 64 x WP
Maguetosfera i 104 w0 — 101!
Sol (estrellas) L4{mnedia) W17 pn

Corona Salar 10~ — -6 16 102
Sistaua Solar 10— pUL 10"
Nebnlasa Galdetica 107" — 109 12 - 100 1018 . g8
Galaxia H-H 02— 10

Criunido Local 0-% 10° 3 x 1%
Universo it 07 — 1077 3 x10%8

En estudios anteriores llevados a cabo por Ibdfez &
Plachco (1991), Ibafiez et al. (1992), se analizaron
tanto la estructura térmica asi como su estabilidad. En
un desarrollo posterior Ibafiez et al. (1993) un anilisis
no lineal de la estabilidad térmica sobre una estructura
laminar también fue llevado a cabo.

En el presente trabajo se va a investigar el compor-
tamiento térmico y dindmico de una estructura laminar,
constituida por un plasma que puede ser tipico de varias
regiones del medio interestelar, tal como el estudiado en
los trabajos de McKee & Cowie (1977) y McKee &
Ostriker (1977), o el que se encuentra en diversas re-
giones de la atmésfera solar (Priest, 1982), o en el gas
alrededor de los cuasares (Mathews & Doane, 1990).
La estructura se caracteriza por una funcién tipica de ca-

lentamiento que representa el término de generacién de
energia, asf como una funcién de enfriamiento, ambas de-
pendientes de la densidad y la temperatura. En la tabla
1 se muestran algunas caracteristicas fisicas (densidad,
temperatura y tamanio) de varias estructuras astrofisicas.

Al introducir los procesos dindmicos se tratard de ob-
servar en qué medida se afectan los resultados ya deriva-
dos en los trabajos anteriores. Para llevar a cabo este
objetivo, se usardn las tres ecuaciones fundamentales de
conservacion (Masa, Momento y Energia), asi como la
ecuacion de los gases ideales. La estructura térmica se
tomard inicialmente en un estado estacionario a presién
constante y a una temperatura dada. En términos de mo-
dos normales (Chandrasekhar, 1961) la perturbacién a
imponer sobre las variables del sistema tiene la forma de
una onda plana,

SP(F,t) = A(2)elith-m+ky0) 4N (2)

al linealizar las ecuaciones resultantes y tomar el estado
estacionario (solucicn trivial) se obtendrd una ecuacidn
de dispersidn compleja para la cantidad N, en general se
tiene que A = o +iw donde ¢ y w son cantidades reales.
Con base en estos resultados se derivardn los criterios de
estabilidad.

Ecuaciones fundamentales

Para derivar las Ecuaciones Hidrodindmicas (Landau,
1987) se considera el sistema de particulas o fluido como
un medio continuo, caracterizado por un elemento di-
ferencial de volumen dV, en el cual se estudiaran los pro-
cesos involucrados; el propdsito es derivar el conjunto
de ecuaciones y relaciones que permitan conocer el com-
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portamiento de un fluido ideal, es decir aquel fluido que
no es afectado por pérdidas debidas a procesos de vis-
cosidad (friccidon interna), efectos gravitacionales, con-
duccién térmica y procesos exotérmicos explosivos. La
descripcién mateméatica del estado de movimiento de un
fluido estd determinada por las funciones que dan su dis-
tribucién de velocidad V = V(z,y, z,t) ademds de cua-
lesquiera dos funciones termodindmicas pertenecientes al
mismo, tales como la presién P(z,y,z,t) y la densidad
p(x,y, z,t). Asi el estado de movimiento del fluido queda
determinado por 5 cantidades: 3 componentes de veloci-
dad y 2 variables termodindmicas.

A. Ecuacidn de continuidad
Si se toma la materia como una cantidad invariante, la
conservacion de la masa estd determinada por la ecuacidn
de continuidad. Entonces si se define la masa del fluido
M; en el volumen V, por:

M,-=fpdV, (3)

Vo

la peérdida por unidad de tiempo de la masa de fluido en

el volumen Vo serd:
oM; 8

Fn 5% | P dv, (4)
Vo

y la masa total del fluido que se mueve fuera del volumen
Vo por unidad de tiempo estard dada por:

AMf=j'{p?;.ds = fv-(p?;’)dv. (5)
Ve

&

Como las ecuaciones (4) y (5) representan la misma
cantidad, se pueden igualar y al trasponer términos se
obtiene:

%/pva,/v.(p"J)dVﬂ. (6)
V. Ve

Eliminando los signos de integracidn se obtiene la
ecuacion de continuidad

dp -

E"‘V'(Pv):os (7)
que expresa fisicamente la conservacion de la materia.
Para el caso estacionario %’f = 0 la anterior expresidn
representa el hecho de que no pueden existir fuentes ni
sumideros de materia.

B. Ecuacidon de Euler
La ecuacidn de conservacicn de la cantidad de
movimiento se puede desarrollar siguiendo a Landau
(1987) y Brand (1964). Asi sobre un elemento diferen-
cial de volumen actua una fuerza total

F=—fpdf=—vap v, (8)

desarrollando los términos extremos de la anterior ex-
presidn:

ma =-Vp [dV
V.

pa =-Vp (9)
—Vp.

El operador D/Dt se denomina la derivada total o con-
vectiva y toma en cuenta tanto los cambios por unidad de
tiempo de la funcidn sobre la que actia, como las varia-
ciones con respecto a las coordenadas espaciales. Sobre
la velocidad se encuentra:

ﬁz?_h(%tz.v);,

Dy _
Poi =

Dt ~ (10)
en donde el término (A r -V) ¥ es igual'a dz(d v /dz) +
dy(d v /dy) + dz(d v /dz). Al colocar esta cantidad, la
ecuacion movimiento se reduce a:
o3
ot

Anadiendo el término gravitacional g:

+(Fv)7- —%Vp. (11)

(12)

se obtiene la ecuacién de momento para un fluido en
ausencia de friccién interna.

C. Ecuacidn de conservacidn de la energia
La primera Ley de la Termodindmica o Principio de
Conservacidn de la Energia, establece que el cambio de
la energra interna de un sistema mas el trabajo reatizado
por el mismo es igual al cambio de calor; estas cantidades
expresadas en unidades volumen y tiempo se escriben:

Du DV DQ Ds
o PP TP T e (13)
donde u, @ y V 'son la energia interna, el calor y el vo-
lumen respectivamente.

S8i se tiene un fluido no viscoso, que entrega y recibe
calor a través de una funcidn de pérdida-ganancia, mds
un término difusivo, se encuentra que:

Ds
pT == =V - (kVT) - pL(p,T),
Dt ,
en donde el término del lado izquierdo se puede escribir
de tres formas diferentes:

(14)

D D DV
Ty = Pg—iﬂjfnﬁ
= Pﬁ‘;ﬁ%p , (15)
DT P
= pevpr — 5 br

donde se realizaron las siguientes sustituciones: V =1/p
(siendo p la densidad especifica). P = R/upT y € = ¢,T
(siendo ¢ la energia interna).

b)
Ds DT Dp
=2 = - _ £ 16
The =Py " Dr° (16)
donde e, = 5_;— = ;—_{—1%, y de la ecuacion de los gases

; D
ideales %f = .}.?l‘?_g _ %

S



REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOL. XIX, NUMERO 75 - NOVIEMBRE DE 1995

c)
Ds 1 Dp pDp
e Al oot AP (e v 17
pIDt "r-—l[ﬂ't p Dt e
donde %—‘: =ML Dp _TLp

D. Ecuacion de estado
Parn un gas ideal las variables P (presidn), p (densi-
dad) y T (temperatura) estdan relacionadas en la forma:

(18)

donde R es la constante universal de los gases (8.3143 x
107 (erg/mol.K)) v i es el peso molecular. Si se toma
en consideracidn un plasma con abundancias solares, el
valor medio de ues 0.57222,

R
P—-—pI'=0.
#

El conjunto de ecuaciones (7), (12) y (14), junto con la
ecuacidn de estado (18}, permiten caleular cinco magni-
tudes fisicas (tres componentes de velocidad y dos varia-
bles termodindmicas), las cuales caracterizan el estado
dinamico del fluido.

Modelo térmico

Los parametros que van a caracterizar el sistema en
estudio se representan en la figura 1; como se puede ob-
servar estos involucran la geometria, la presidn, la ve-
locidad, la densidad y el gradiente de temperatura del
sistema

= e ¥
= 2

=

o
~PaCle—

= P=Cle—

Figura 1. Hepresentacion de la estructuta bajo estudio. Las
funciones de calentamiento y enfriamiento son calculadas punto a
punto. Le presidn es constante tanto dentro como fuera del sis-
tema. [ especifica la dimensidn de la estructiuta & lo largo de =

Las ecuaciones de conservacion (7), (12) y (14) admiten
soluciones estacionarias, ie. donde todos los términos
% = 0. En particular, existe la solucién estacionaria
(v =0} para la cual la ecuacién de energia (14) se reduce
a un equilibrio entre la difusién de calor, la generacién
interna de calor y la radiacién.

En trabajos realizados por Ibafiez & Plachco (1991)
se anall2d el rango de valores que caracterizan los meca-

nismos de transporte de energin asi como la geometria v
las condiciones de frontera para lus cuales existen solu-
ciones estables de la ecuacion estatica

V:[R(T)VT]| +Qlp, T) =0, (19)
donde @(p,T) es el calor generado (@ > U] o radiado
(@ < 0) por unidad de volumen y tiempo, y tiene la
forma:

Q= Q1™ , (20)

expresion utilizada en muchos experimentos de laborato-
rio, asi como tipica de varias situaciones astrofisicas (Q,
¥ n son constantes conocidas).

Por otra parte, el coeficiente de conduccion térmica
escrito en forma general es:

8(T) = k,T™ (21)

siendo x, ¥ m constantes dadas.

En un trabajo posterior (Ibdiez et al.,1992) se ge-
neraliza el andlisis de estabilidad incluyendo al mismo
tiempo los términos de calentamiento v enfriamiento:
(T(e,T) = [IT™ v A{p.T) = A.T™), esta situacidn
es comun en diversos modelos astrofisicos, en particular
cuande las estructuras en el medio interestelar se encuen-
tran cercanas al equilibrio térmico (McKee & Cowie,
1977, McKee & Ostriker, 1977; Parravano, 19587)
y en diversas estructuras de ln atmdsfera solar (Priest,
1982).

Para configuraciones estaticas a presion (P) constante
en el tiempo (¢) la ecuacidn de energia viene expresada
en la forma:

Vis(p, TIVT] + T(p.T) - Alp.T) =0, (22)
con las correspondientes condiciones de frontera
'g:T ::TD en r=>0 (centro) (23)
=T, en r=DR (frontera).
La anterior ecuacidn se puede expresar:
;_1% (:*“’6"52) 4+ A (0™ - =0, (24)

en donde: 2z = r/R, § = T/T., Ti = (A,/T, )Y/ r—mi
(Temperatura del equilibrio térmico). El pardmetro v es
el indice de simetria (» = 1,2, 3 para ldminas, cilindros ¥
esferas respectivamente), El parametre adimensional A,
estd definido por la relacion:

o EREI‘:H-F\:-I = ERQTP—J’L—I {-25)

Hy Ko

Si conocemos la geometria del problema en estudio v los
indices (%, n v m) se pueden determinar los rangos de
temperatura, asi como las dimensiones en donde existen
distribuciones del campo térmico estacionarias v estables.

Si se revisa el caso no estacionario, la ecuacidn de e-
nergia se puede escribir

BT 5 A
= = 1 8 (z""lu*a—f) + A (" —8™) .,

5 = ow (26)

-
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donde £ es el tiempo medido en unidades de un tiempo
de relajacidn: t, = R2pc,/ko.

Si se toman soluciones para la ecuacién anterior de la
forma:

8(z,t) = B(z) + e(2)e’*, (27)
obtenemos:
1 d

zv—ldz

(28)
con condiciones de frontera para £(z)
de
£ =0 z=0
dz
e=0 z=1. (29)

Para la solucidn trivial, la anterior ecuacidn se reduce a
una ecuacicn de Bessel
1 d de
2V 1.

zv~ldz

dz

cuyas soluciones compatibles con las condiciones de fron-
tera son:
e(z) = Ajcos[A(m —n) - 5)V2z si v=1
e(z) = AgJo[Ae(m ~n) - G)V22z  si v=2
AS sen[i. (m—n}—&]lnz
Z

e(z) = si v =3,

(31)

donde A; son constantes, J, es la funcidn de Bessel de
orden cero, y

&= A(m —n)-b%, (32)

siendo by: (2N+1)7/2; jon41) Y 2N +1)mparayv = 1,2
y 3 respectivamente. Obviamente, solo param —n > 0,
la tasa & > 0; también se tiene que el modo méds rdpido
es aquel para el cual N = 0 y sera inestable si & > 0. El
valor A, critico correspondiente serd:

62

N

Ac= 1
m—n

(33)

y el tamaifio de las estructuras, marginalmente estables,
homogéneas, y en equilibrio térmico vendrd dado por:

1/2
Ao B2, Ko A, {(k+1-m}/(m—-n) /.
m—n \T, r, !

(34)

el cual se calcula por las propiedades fisicas del gas en
consideracidn.

En el trabajo de Ybdnez et al. (1992) (Articulo I) se
continda con un desarrollo numérice para las soluciones
"estacionarias que permite conocer las distribuciones de
temperatura para diferentes valores del pardmetro A, e
identificar las ramas de estabilidad e inestabilidad con la

ayuda de la solucidn trivial, y mds adelante Ibdfiez et
al. (1993) (Articulo JI) se lleva este analisis al régimen
no lineal.

v— d = nm— gn— =
[ZJ_\IE(HJEE):!‘F[A*(MG 1 _nd 1)—a]£=0,.

—] +[M(m—n)-5le=0, (30)

Modelo dindmico

Ahora se va a analizar el acoplamiento del campo
térmico con la dindmica, desarrollo que no ha sido
ain tomado en cuenta. Recordando las ecuaciones

hidrodinamicas:
Dp
'"b"i"l'pV'U——O, (35)
Dv
pﬁ+Vp=0, {36)
R 1 DT Dp
| ——p=—-T— Lip, T)=V-(sVT) =
#(v—lth TD:)“ (p, T)=V-(,VT) =0,
(37)
R
p (38}

donde p, v, p, T, &, and R son: densidad de masa,
velocidad, presidn, temperatura, coeficiente de con-
duccidn térmica y constante de los gases, respectiva-
mente. L{p,T) es la funcién de pérdida-ganancia de
energia por unidad de masa y tiempo definida por

pL(p,T) = Ap, T) —T(p,T), (39)

siendo T, el calor liberado por unidad de volumen y
tiempo por procesos de caracter irreversible y/o calor ab-
sorbido de una fuente externa, y A, la tasa de pérdida de
calor por unidad de volumen y tiempo respectivamente.
En este trabajo la atencidn se centrard en la siguiente
forma funcional para el calentamiento:

D(p,T) = Cp°T®, (ergem™s71), (40)

C, a, b son constantes dadas (Rosner et al, 1978;
Dahlburg & Mariska, 1988; y referencias citadas).
Adicicnalmente, la funcién de enfriamiento para gases
con abundancias solares se tomard en la forma

A, T) = AR, (erg em™ s7Y), ()
(Vesecky et al., 1979). Por otra parte, el coeficiente de

conduccion térmica se escribird de la forma
k(p, T) = k1p°T7 , (42)

donde Ky, ¢ y g son constantes dadas (Parker, 1953,
Spitzer, 1962, Ibdiiez & Plachco, 1991).

Las soluciones inicialmente estacionarias bajo consi-
deracidn son:

V=0, po= it—zploi”‘J = constante , (43)
siendo (p,,T,), soluciones de la ecuacidn:

PoLa(Paa Ta) -V- (K'(Pm To)VTo) =0, (44)
con condiciones de frontera

VT, =0 en (z,y,0), {(45)
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To(za y!z) = Tb en (‘T-l Y, z)) (46)

donde ! es la distancia del centro al borde de la limina
en estudio.

Si se perturban las soluciones estacionarias, teniendo
siempre presente que p, = const, se pueden tomar solu-
ciones de las ecuaciones (35)-(38) de la forma:

¥(x,y,2,t) = Uo(z,y,2) + 6¥(z,y, 2, 1), {47)

para cualquiera de las variables termodindmicas. Asf,
si se desprecian los términos no lineales en 6% del con-
junto de ecuaciones (35)-(38) y si ademds se consideran
las soluciones en términos de modos normales (Chan-
drasekhar, 1961), i.e

% = n(2) expli(k.z + kyy) + N1,

o = 8(z) expli(ksz + ky) + M),
v = v!(2) expli(kaz + kyy) + N1,
2 — ) expliChez + kyy) + N,

(48)
donde k; = (k.,k,) es el niimero de onda normal a la
direccién z y N es la tasa, se obtienen las siguientes dos
ecuaciones diferenciales simultdneas:

dn (N2 ., a4 -,
a?—('f-}-kl n+ &—-—kg 0, (49)

(45%) (amoman) &

2\ 2 -
e [dInT, rgee [T,
)+clg+1—c)al? ( ’E ) + caT? ( 75 )] n

P, . dlnT —e
+aT? N.E?'F( ){[2q+1)—c]aTq N-i-l}d_

+N —_—lﬁ—a*(ﬂ“ 1. grm-t
v T
1N
—N{ = + @79 k2 + ae,
{’YTn *
donde
T -
z=§ , T,,:F: , k3 = (tk2)? + (Ik,)?,
. 2
N=T,N, Tczi)Tx=I_a&=£1
Cx Yo Tx
2 m—1 2 =1
€ = t.PlT' = AL . (51)
Ku Ke

En las anteriores ecuaciones, x, = xo/pocp es la con-
ductividad termométrica y ¢2 = RT,/u es la velocidad
del sonido. El subindice (.) se refiere a la respectiva can-
tidad evaluada a la temperatura de equilibrioc 7,. En
particular, ¢, es la velocidad isotérmica del sonido en
T,. Por lo tanto, 7, y 7, son el tiempo de propagacion
de la onda sonora, y el tiempo de relajacidn debido
a la conduccidn térmica, respectivamente. Adicional-

mente, como la presidn estacionaria es constante, las fun-

ciones de calentamiento y enfriamiento se pueden expre-
sar tal como en Ibdnez et al. (1992), ie. ' = 1 T™,
A = AT, siendo I'; y A; constantes, y m = b — q,
n=v-—2.

Estabilidad de la solucién trivial

La ecuacién estacionaria (44) tiene una solucién T, =
T. que caracteriza el estado de equilibrio térmico. Por lo

(v—g-0)T7 - (b—g-1)T 1]}0 0, (50)

tanto, para esta solucién estacionaria 7, = 1, el sistema
de ecuaciones (49)-(50) se simplifica, i.e.

Las soluciones requeridas de las ecuaciones (52) (53)
son de la forma ~ exp(ik,z), donde k, es el nimero de
onda a lo largo del eje 2, siempre y cuando se cumpla la
ecuacion caracterfstica

2

7 7.2 d?¢ oy
—(J\ﬂ+kl)n+c—ﬁ—2-ha=0, (52)
Y=1 o o -, . d?@
[—-jy—Nz—Nae.(2-a)]n+Na@
—{Nz— + Nak? + Née,(v - b)}B =0. (53)

Adlcwnalmente las perturba.cmnes en presmn y veloc1—
dad estian dadas por:

B(z} = n(z) + 6(2), (54)

N (z) = —ikLB(2), (55)
~ 1 d

sz (Z) = -aﬁ(z): (56)

donde ©, = vl /c,, and N = 7, V.

N {A"f3 + 4alk? + (n — m — a + 2)eJN? + vE2N + valk? + (n - m)e,.ﬁc?} =0,

(57)
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en la ecuacion anterior k% = k2 + k2.

Independientemente de las condiciones de frontera,
existe una solucidn no-trivial para el sistema (52)-(53)
que corresponde alaraiz N =0,ie. n=-0, 8=0,

=0,v} =0, y £ =0, es decir un desplazamiento de
los valores de equilibric a presidn constante, en donde los
cambios en densidad son equilibrados por los cambios en
temperatura (6p + §T=0). Los tres valores propios né-
nulos restantes se determinan de las raices de la ecuacién
clbica que aparece entre los corchetes de la ecuacién (57).

Como es de esperarse, para las soluciones A # 0 las
condiciones de frontera imponen restricciones sobre los
valores de k;. En efecto, se puede mostrar facilmente
que si las fronteras de la ldmina son libres, las soluciones
s0mn:

6 = ©; cos(k,z), (58)
n=He, (59)
A= (1+H)9, (60)
Nol = ik, B, (61)
N#! = k(1 + H)O, sin(k.2), (62)

donde 8; es la amplitud de la perturbacion en tempe-
ratura,

= (2N +1)(%), N=012,.., (63)

_ N+ va[k? + e (v — b))
(v — DN — yae.(2~a)

En la frontera 8(1) = n(1) = 8(1) = 0, ¥} (1) = 0,
:} =0, pero No1(1} = k.(1 + H)O; (aceleracidn de la
frontera) # 0, y &, # 0. Por otra parte, en el centro de la
estructura (df/dz),=0 = 0; por lo tanto, las anteriores
soluciones para la perturbacidn en temperatura satis-
facen idénticas condiciones a las supuestas en el Articulo
1. Lo anterior permite examinar los efectos de la dindmica
del gas sobre la estructura térmica estudiada. Es intere-

(64)

sante resaltar que en el centro 6(0) = 8;, n(0) = HO,,
yB=(1+H)O, #0, Nvi(0) = —ik B0y # 0, £ #0
pero #1(0) = 0, y £,(0) = 0.

Por otra parte, si las fronteras de la ldmina son rigidas,
las soluciones correspondientes para A # 0 son:

0 = O, sin(k,z), (65)

Nol = -k, (1 + H)O, cos(k,2), (66)

donde k; y H estan definidas por las ecuaciones (63)
y (64), respectivamente; y %, 8, y vl contintan siendo
definidas por las relaciones (59)-(61), respectivamente.
Obviamente, en la frontera, 8(1) = 61, n(1) = HO,,
B(L) = (1+ H)Oy, NHL(1) = —ikiB(1), &0 # O,
#1(1) = 0y £&(1) = 0. Sin embargo, para que las
soluciones anteriores satisfagan condiciones de frontera
rigidas, (df/dz),—0 = k;©; # 0 en el centro; adicional-
mente, 8(0) = n(0) = B(0) = 0, 71(0) =0,y € =0,
pero 92(0) = —k {1+ H)8; # 0,y £; # 0. Estrictamente
hablando, sobre una superficie rigida se debe cumplir que
v} (1) = 0, y v1(1) = 0. Sin embargo, y debido a que en
el problema bajo estudio la viscosidad del gas se ha des-
precia.do, la anterior condicién no se puede cumplir.

Raices de la ecuacién de dispersién y criterios de
inestabilidad

La ecuacién ciibica entre los paréntesis del lado
izquierdo de la ecuacién (57) es de la forma

N+ aiN? + aeN +a3 =0, (67)

con coeficientes reales a;- En general, las raices de la
ecuacidn (67) son de la forma

N; =5 +i@;, 7=1,2,3. (68)
en donde las tasas &; y frecuencias &; son cantidades
reales.

Una forma de investigar ¢ifando los anteriores valores
propios son inestables (§; > 0) es aplicando los criterios
de Hurwitz (1895), de acuerdo con los cuales, el mimero
de raices de la ecuacidn (67) con parte real positiva (5; >
0) estd dada por el nimero de cambios de signo en la
secuencia +1, a1, a1{e1a — a3), a3 en donde:

=v&lk? + (n - m - a + 2)e,), (69)

ai(ai1ea—ag) = va [I-cz +(n—-m+2- a)e.] {(’y ~ 1)k + (v - 1)(n—m)+vy{-a+ 2)]5,} z2,

(70}

ag = ya[k? + (n - m)e. k2. (71)

Ademds, una condicion suficiente para que una inestabi-
lidad exista es que cualquiera de las siguientes relaciones
se cumpla

(2N2+ iR+ B2 4 [(n—m)+ 7'1 —(~a+2)e, <0,
(73)
(2N+1 2+ B+ (n—me. <0. (74)

Obviamente, las ignaldades en las relaciones (72)-{74) de-
finen los estados marginales de la estructura térmica.
Como se observa, a diferencia del caso estudiado por
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Ibanez, Parravano & Mendoza, aparecen tres cri-
terios de inestabilidad; sin embargo, el criterio (74) se
identifica claramente con la ecuacién (33), derivada por
ellos.

Si se conocen las condiciones fisicas particulares del
plasma en consideracion (i.e. los valores de los fndices
n, m, y & son dados), se puede resolver la ecuacién de
dispersién (57) para encontrar las tasas &; y las frecuen-
cias @; como funciones del nimero de onda transversal
k., para los diferentes modos normales (N=0,1,...) y los
dos niimeros adimensionales a. = 7./7 ¥ €.. Una vez
que se determinen las rafces A7j, el pardmetro H se puede
calcular de la ecuacién (64).

Tabla 2
Procesos de calentamiento en plasmas astrofisicos.

Descripeiin

[}

]

Calentamieuto constante por nuidad de vollunen

Calentamiento por corrieate coronad de disipacidn

0
1
1

0
0
1

Calentamiento por Modo Alvén/Modo de conversion 76 T/6

Caso
A
B Calentamiento constante por unidad e masa
c
D
E Calent. por Modo Alvén/Comduccién andmala ainortignada  1/2 172

Existen cinco procesos de calentamiento de particu-
lar importancia en astrofisica, ver tabla 2 [Rosner et
al., (1978}, Dahlburg & Mariska, (1988) y referencias
citadas]. El caso n = -3/2, m = —1 estudiado en el
Articulo I como un caso de referencia, serd analizado.
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Figura 2. Las tasas #; come funciones del niimero de onda £ J_
para el modo fundamental N = 0, v = 5/2, n = —3/2,
m=—1,a=1,¢e =7%/2, y c. = 0.1,1, 10, panel (a), (b),
¥ (c), respectivamente. Las diferentes raices de la ecuacién
(3.16) estdn etiquetadas con nimeros romanos.

Este caso corresponde a una ldmina de plasma con abun-
dancias solares calentado a una tasa por unidad de masa
constante (caso B), y enfriado por radiacién libre-libre
(v=1/2). Adicionalmente, bajo las condiciones anterio-
res, la difusién de calor es dominada por electrones y
la conocida relacién de Spitzer (1962) se cumple (i.e.
ce=0,g=>5/2).

La figura 2 es una gréfica de las tasas | §; | como
funciones del niimero de onda normal &, para el modo
fundamental N =0,y =5/3,n=-3/2, m = -1,a =1,
€« = w2 /2, (valor critico en Articulos I, y 1), y tres va-
lores diferentes del pardmetro adimensional a,: 0.1, 1 y
10 (paneles a, b y ¢ respectivamente). Se observé que hay
un rompimiento del cruce de modos para a = 0.4899. Las
respectivas frecuencias, cuando las rafces AV; son niimeros
complejos, se muestran en la figura 3, y los correspondi-
entes valores de | ReH | en la figura 4. La figura 5 es si-
milar a la figura 2; pero para ¢, = 72; cuando a = 0.385,
desaparece el cruce de modos. Los respectivos valores
de | ReH | se muestran en la figura 6. Como se es-
pera de los criterios de Hurtwitz independientemente del
valor de a,, el modo térmico (el cual siempre se com-
porta como el modo mas lento) se hace inestable para

ki < ke = /2. En las figuras 7 y 8 se observa el

comportamiento de las raices ¢; para el primer y segundo
armonicos, N = 1 y N = 2 respectivamente con ¢, = 2.

Log &

Log E,_

Figura 3. Las frecuencias correspondientes a los modos oscilantes
de la figura 2 como funcién de &, . La relacién de dispersién
@(ky ) para una onda sonora isotérmica se muestra CON una
linea de puntos.
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Figura 6. Los valores de ReH correspondientes a las rafces
mostradas en la figura 5 como funciones de k. Lineas a
trazos corresponden a valores positivos de H.
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Conclusiones

En resumen, en este trabajo se realizé un andlisis
en términos de modos normales de una estructura
térmica laminar. El problema general de valores pro-
pios fue reducido a dos ecuaciones diferenciales acopladas
de segundo orden las cuales deben ser solucionadas
numéricamente. Se hizo un estudio analitico para la
solucién trivial (la solucién del equilibrio termico): se
derivé la ecuacién caracteristica correspondiente Yy se
obtuvieron tres criterios de inestabilidad independiente-
mente de si las fronteras son libres o rigidas. Estos cri-
terios determinan cliando aparece una inestabilidad y el
parametro de acoplamiento A definido por ecuacién (64)
determina la forma en que la inestabilidad ocurre, i.e. la
forma como la fluctuacién en temperatura esta acoplada
con la fluctuacién en densidad, presién y velocidad al
surgimiento de la inestabilidad. Las ecuaciones (59)-(61)
permiten visualizar el acople y desacople de las pertur-
baciones en temperatura, densidad, presién y velocidad
para los tres modos resultantes (térmico, oscilante y no-
oscilante); sin embargo, hay que tener presente que un
analisis general debe involucrar la accién simultinea de
las tres raices. Es de destacar que si en todas las grificas
correspondientes a las raices &; contra k | Se presentan
raices positivas (lineas a trazos), éstas dominan sobre las
restantes ya que implican la aparicién de una inestabili-
dad; perc en aquellas grificas en que las tres raices son
negativas para un mismo valor de &k, , quien domina la es-
tabilidad es la menos negativa de todas. Al investigar los

arménicos correspondientes al caso de referencia, se ob-

serva como desaparece la inestabilidad presente cuando
N =0 (Modo Fundamental).

Deseo expresar mi especial agradecimiento al Dr
Miguel H. Ibdifiez S, tutor de esta linea de investigacidn,
a los Doctores Eduardo Brieva B. y Antonio Uribe por
sus correcciones, asi como al Observatorio Astronémico
Nacional, por el soporte logistico.

Bibliografia

Brand, L. 1964. Vector and tensor analysis. {New York:
John Wiley & sons. ‘ ’

Chandrasekhar, S. 1961. Hydrodynamic and hydromag-
netic stability (Oxford: Clanderon press).

Dahlburg, R. B. & J.T. Mariska. 1988. Solar Physics,
117, 51.

Higuera, G.M.A. 1994, M.Sc Tesis. Universidad de Los
Andes, Mérida. Venezuela.

Hurwitz, A. 1895. Math. Ann. 46, 273.

Ibafiez, 8. M. H. 1986. Estabilidad y Ondas Lineales en
Fluidos. Departamento de Fisica. Universidad de Los
Andes, Mérida Venezuela.

Ibafiez, S. M. H., & M. F. P. Plachco. 199]1. On the
thermal stability of slabs, cylinders and spheres. AplJ,
370: 743-751. :

—  Parravano A. & B. C. A. Mendoza. 1992. On
the thermal structure and stability of configurations
with heat diffusion and a gain-loss function. ApJ, 398:
177-185. (Articulo I).

—— Parravano A. & B. C. A. Mendoza. 1993. Non-
linear instability of thermal field. Apl, 407: 611-621.
{Articulo II).

Kenneth R. L. 1980.
Springer-Verlag).

Landau, L.D. & E.M. Lifshitz. 1987. Fluid Mechanics
{London: Pergamon).

Mathews W.G. & J.5. Doane. 1990. Can quasar clouds
form in thermal instabilities. ApJ, 352: 423-432.
Mckee, Ch. & J. Ostriker. 1977. A theory of interstellar

medium. ApJ, 218; 148-169.

Mckee, Ch. & L. Cowie. 1977. The evaporation of
spherical cloud in hot gas. AplJ, 215: 213-225.

Parker E.N. 1953. ApJ. 117, 431.
Parravano, A. 1987. A&A, 172, 280.

Priest, E. R. 1982. Solar Magnetohydrodynamics (Dor-
drecht: Reidel}

Rosner, R., Tucker, W. H., & G.S. Vaiana. 1978,
Dynamics of the quiecent solar corona. Apl, 220: 643-
665.

Spitzer, L. 1962. Physics of fully ionized gases {New York:
Interscience publishers}.

Vesecky, J. F., Antiochos, S. K. & J. H. Underwood.
1979. AplJ, 233, 987.

Astrophysical Formulae ({Berlin:





