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Escriben Smith & Latham, enlaintroduccion asu traduccién delaGeometria de Descartes [4,v] : 'S
un mateméti co fuerapreguntado acerca de obras que han marcado unaépoca, en su ciencia, podriahesitar en
su seleccidn de unaobrarepresentativadel siglo X1X, dd siglo X V111 ; pero, respectod sigloX VI, o,d siglo
XVI11, 0, respecto al osclési cosgriegostendriacon seguridad, puntosdevistamuy definidos. Incluiriaciertamente
lasobrasde Euclides, Arquimedesy Apolonio entrelos productos delacivilizacién griega, mientrasqueentre
quienes contribuyeron al gran renacimiento delamateméticaen el siglo XV I incluirialaGeometria, de
Descartes, y losPrincipia, de Newton".

Laobrade Descartesesun valor seguroy congtituye el pedestal paralacelebridad de su autor. Lo cual
no dgjade ser curioso, enigmético, diceMolland. [9]

Escomo s & renombre de Hilbert tuvieracomo Unicabaselos Fundamentosdela Geometria. Quiza
podria hacerse un paralelo en cuanto a la influencia de estas dos obras maestras en la historia de la
geometria.

Esdeobservar que, por admirable que hayasido lasintesis cartesianaentre d gebray geometria, entre
conoci mientos mateméticos'y conoci mientos interdisciplinarios, entre |os conocimientos de quienesle
antecedierony de quienesfueron sus coetaneos, sin embargo, puede aseverarse, ponderados cui dadosamente
losméritos, que muy pocos mateméti cos deben tanto atan poco, donde€ calificativo seaplicaalacantidad
y no alacalidad delaobra, desdeluego. Quizase puedacomparar bajo este aspecto a Descartes con Pascal
o con Galois. Otrosmateméti cos genera mente escribieron muchas péginas antes de que laposteridad leshaya
acordado laperennidad por unas cuantas.

No hay un problemaque sellamee problemade Descartes. No hay un teoremaque lleve sunombre.
Apenashay laregladelossignos, con atribucion aDescartes.

Hade haber a go radicamente nuevo enlaGeometria, paraexplicar su graninfluenciaposterior, escribe
Molland[9].

Esinteresante hacer algunas consideracionesval orativas aguisade explicacion.

El avance, en cud quier ramadelamatemética, desdelainiciacion hastalaetapainvestigativa, esbastante
lento, salvo rarasexcepciones:

» Dar ggemplos.

* Dar contragiemplos.

» Hacer gercicios.

* Resolver problemeas.

* Crear métodos pararesolver problemas.

* Poner problemeas.



Fundamental mente, Descartes muestracomo servirsedel dgebrapararesolver problemas de geometria.

Paratener unaideadeloslogros mateméti cos cartesianos, pueden distarselasmenciones que hace Bourbaki
[1]. Pueden digtinguirse dostipos, las compartidas por € matemético y fil 6sofo con suscontemporaneosy las
peculiaresde Descartes.

Descartes, como Leibniz, esunfildsofo alapar que un matemético; epitetos que Bourbaki no atribuyeen
ningun otro caso.

Descartes, como Bombelli un poco antes, reduce todamedidade magnitud aunadelongitud.

Descartes, como Viéte, contribuyea perfeccionamiento delaescrituraalgebraica

ParaDescartes, 1637, como paraGirard, 1629, el nimero deraicesde unaecuacion esigua a grado de
laecuacion. Hecho establ ecido de maneradefinitivapor Gauss, 200 afiosdespuésdd nacimiento de Descartes.

Descartes, como Fermat, daun paso adel anterespecto delosgriegosen € empleo de s stemas coordenados.

Descartes, como Fermat, fusionael dlgebray lageometria, no solamente con buenasintencionessino
planteandoy resolviendo problemas, quehacenta fusiénirreversible.

Descartes, como Roberval y Torricelli, introduce en e campo delas nociones utilizables corrientemente
por losmateméti cos pararesol ver problemeas, lasde desplazamientoinfinites mal, compos cién demovimientos,
y, centroinstantaneo de rotacion.

Descartes, como sus contemporaneos, gasta cierta osadia con lo infinitesimal, en el problemade la
rectificacion decurvas: asmilar lacurvaaun poligono coninfinidad delados, asmilar unarco "infinitamente
pequeiio” aun segmento derecta”infinitamente pequeio”, asmilar enlo "infinitamente pequeiio” € movimiento
aunarotacion arededor de un punto.

Descartes, como Pascal, tuvo i nquietudes atinentes alafundamentaci on delamatemética, pero desdefiables
; enel caso de Descartes, seguinlacriticade Leibniz, por demasiado subjetivas, del terreno 16gico pasana de
lapsicologia. No obstante, a Descartes se reconoce un presentimiento delaepistemologiadel siglo XX.

Actitudes més peculiares de Descartesenlahistoriadelageometriason lassiguientes. [1]

Algebrizacion delageometria. Hastaentonces habiacarenciade curvas. Habiaunas cuantas, surgidas
primordialmente delaindagacion enlostres problemas griegos, tenian nombre propio y propiedadesdebidas
asu mismo origen. Entiempos de Descartes, lacicloide eraunanovedad y € establecer suspropiedadesera
ocasiOn parareto entreloscientificos mésdistinguidos. Descartes, a explotar laideadetraducir problemasde
geometriaa lengugjeagebraico, transmutalainopiaen unaincontenible exhuberanciade curvas cuyo estudio
esliterdmenteinagotable.

Unasegundaideapersonal de Descartes (bien subrayado por Bourbaki entre otros) eslade concebir la
unidad delamateméticacomo unadisciplinacuyos componentes son rel aci onesy proporciones.

Convienerecordar lacartade Descartesala PrincesaElisabeth, citadacon frecuencia: "Enlasolucion de
un problemageométrico pongo cuidado , tanto como seaposible, en usar como lineasdereferencia, paradas
orectasen angulorecto ; y no echo mano de otrosteoremas que de aquell os que aseguran que loslados de
triangul os semejantes son proporcionaesy deague segiind cual enuntridngulo rectéangulo € cuadrado sobre
lahipotenusaesigual alasumadelos cuadradosdeloslados. No vacilo enintroducir varias cantidades
desconocidas, con € fin dereducir lacuestion atalestérminos que todo dependade este par de teoremas’
(Smith & Latham, [4, nota 18]).

Descartes tomala matemética donde |a habian dgjado los griegos:: "... |os antiguos conocian ciertas
matematicas muy diferentes delas mateméticas vulgares de nuestro tiempo" escribeenlaReglalV parala
direccién del espiritu. Y al terminar lasegunda Reglaescribe : " Trato solamente de hacer ver quelosque
buscan el camino recto delaverdad, no deben ocuparse delo que no ofrezcaunacertezaigual aladelas
demostracionesdelaaritméticay delageometria’.

Lo que Descarteshace esintroducir € dgebra, "unaespeci e de aritméticaque consiste en operar sobreun
nimero lo quelosantiguos operaban sobrelasfiguras' ( ReglalV). Y unpoco mésadeante: "Métodoy no
otracosaparecelo que sedesignacon el extrafio nombre de dlgebra...por este medio seles puede dar esa



claridady facilidad supremaque creemos deben hallarse en lasverdaderas matematicas'.

Descartes comenz6 acomponer las Reglas parala direccion del espiritu [5] (apartir de 1619, obra
dgadainconclusaen 1629) como unaespecie de manua de buenasintenciones, reflexionesacercadelo que
deberiaser en la préactica el método (sofiado el 10 de noviembre de 1619); en realidad, en geometria, €l
método fue puesto apruebasolo en 1632 al resolver un problema, transmitido por Papo deAlgjandria, pero
yaconocido por Euclidesy Apolonio.

Haber logrado resolver € problemafue muy importante paralaautoestimade Descartesy paraapreciar en
concreto € dgebracomo método pararesolver problemas enunciadosen términosgeométricos| 3], [4], [7],
(8], [11].

Dadosend plano, n segmentas, encontrar un punto apartir del cud puedan trazarsen ssgmentosrel acionados
conlosdados por ciertas condicionesdedngulosy por ciertarazén entree producto dea gunos segmentosy
el producto de otros segmentos.

Existen conjuntos de puntos que sati sfacen alas condi ciones puestas.

Unapreguntaes. ¢cud eslacurvaconformadapor talesconjuntos?

Este esuno de esos problemas donde setrabajaincémodamente con € agebradefigurasdelosgriegos.
Por eso, tal vez, e problemahabiasido considerado, pero no resuelto por Euclidesy por Apolonio.

El aporte genial de René Descartes es haberse dado cuentade quelanuevaherramienta, € dgebradelos
arabesenriquecidahastaViéte, erael méodo apropiado paraplantear € problemay pararesolverlo.

Si seescribe un planteo con letras, como |0 hace Descartes, esposible precisar e primer enunciado.

Dados por gjemplo, 4 segmentos AB, AD, EF, GH (Figura 1) determinar un punto C tal queal trazar los
segmentos CB, CD, CF, CH, seformenlosangulosdados CBA, CDA, CEF, CHGy secumplalaigualdad
CB+CD =rCF+CH, donder esunarazon dada.

Descartestomauno delos segmentos dados, AB, designado con x, y uno delos segmentos por trazar, BC,
designado con 'y, como segmentos principales, alos cualesvaareferir |os otros segmentos, paralo cual
prolongaestos hastaencontrar aAB, aBC, o asu prolongacion. (Figura?2).

Dado que BC cortaa AB y a AD bajo angulos dados, €l triangulo ABR resulta conocido, lo cual le
permite establ ecer razones de comparaciony rel aciones de unaslineas con otras; puesto que cadasegmento
esrepresentable analiticamente mediante unaexpresion delaférmulaay + bx + ¢, Descartesobtiene (figura
2)

CB=vy,

CD =ay + bx,
CB=vy,
CF=ay+bx+c,
CH=ay+b,x+c,;

a aplicar lasegundacondicién sobrelaproporciondidad del producto de segmentos, y efectuar [asoperaciones,
[legafina mente aunaecuacion de segundo grado: asi hamostrado que, engeneral, € problemade Papo para
cuatro lineasrequiere resolver unaecuaci on de segundo grado paraconocer lacurvaque contieneatodoslos
puntos C que verificanlascondiciones. Como € problemaesta planteado en general, lasexpresionesresultan
complgas; desdeluego, quedaclaro que @ dgebrapermitea canzar solucion parae problema.
Descartesescribelasformul asresol utivas, con anotaci 0n de | as debi das precauici ones que permitan asegurar
lavaidez delasolucion. Discuted caso en qued conjunto delospuntos C esunacircunferencia, unaelipse,
o unaparabola(Figura3) y muestraluego, apoyandose en Euclideso en Apolonio, quelasolucién algebraica
coincideconlageométrica. Lo cua escumplir € reto acabalidad deresolver € problemade Papo paracuatro
liness.
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Dados | os segmentos AB, EF, GH, donde AB dista 4 unidades de EF, y EF dista 3 unidades de GH,
determinar €l punto C tal que. *AF igual a un angulo recto, =~ Z'#& igua ala mitad de un angulo

recto, . ¢/ % igual aun sexto deangulorecto, y (CF)?= (CA)(CH).
Pararesolver este caso, considérese el punto C tal que CG =y. Al aplicar lacondicion delosangulos se
obtiene

CH =2y,

CF =A2(y+ 3.
Por lo tanto, al aplicar la condicién sobre la igualdad del producto de los segmentos hallados,

[ﬁ(y + 3]]2 = (y + T1(2y), sellegaaunaecuacién de primer grado cuyasolucionesy =9.

Un caso particular del problemade Papo para5 segmentos es estudiado en detalle por Descartes. Dados
lossegmentos AB, DE, FG GA, 1H, detal modo que GA seaperpendicular alosotros4, determinar un punto
C tal queCM estaentre ABy DE, y cortaaEA en M . Entonces CD CFe CH = CBe CM °All.

Sean: CB=Yy, CM =x, Al = AE = EG = a. Entonces|os segmentos dados dados AB, DE, FG HI son
equidistantes, y

CD=a-y
CF=2a-y
CH=a+y

Al aplicar lacondicién sobrelos productos de segmentos, (a-y)(2a-y)(a+y) = yxa seobtiene y® -2ay? -
a2y +2a’ =axy, ecuacion delacurvaalaque pertenecen todosl os puntos C que son solucionesddl problema.
(Figurab).

Despuésdelasolucidn dgebrai cavienelaconstruccion geométrica, esdecir, unacadenade consideraciones
alamanerade Euclides o deA polonio, que conducen, unavez més, alacurvadeterminadapor consideraciones
puramente algebraicas.

Para5 0 menos segmentos, laecuaci on resultante noiramasaladel segundo grado enx, aunquey seade
mayor grado, porque para caday (Descartes, como Fermat, trabaja en realidad no con 2 sino con una
coordenada) el problemasereduce aresolver ecuacionesde segundo grado. [11]

El estudio quehizo Descartesdd problemade Papo, tuvo € mérito demostrar al algebracomo instrumento
pararesolver un problemaplanteado en términos de geometria.

Descartescrey6 qued problemade Papo seriamucho méasimportante : quetodas|as curvas geométricas
(end sentido de Descartes, ver mas adel ante) tendrian que ver con aquel.

Fue de mucho maspeso € estudio que hizo Descartes paraladeterminacién de latangenteaunacurva.
Comienzapor suponer un circulo querelacionad punto detangenciaen cuestion con e punto deinterseccion
con un g e coordenado delanormal alacurvaen € punto detangencia

Laidealuminosaesladeconsiderar qued circulo no cortaalacurvasino quelatoca(busquedadeuna
raizdoble) ; o cual conducirdalaideade determinar latangente como limite de rectas secantes. Laidea
cartesanaerapuramenteagebraicay ocasionaca culosprolijos. Fermat sevaiade un procedimiento distinto
y queresulté méscercano del agoritmo definitivo paraladeterminaci on delatangente. Pero € impulso dado
por Descartesfue decisivo en cuanto provocd trabaj os delos gedmetras holandeses Huddey Slusse (1650),
y devan Schooten. Barrow, € maestro de Newton, con base en talestrabagjos, daunaexplicacion definitiva
unosdiez afilosmastarde. [6]

Al problemade Papo estaligado € deresolver ecuacionesde grado cual quiera, alo cual Descartesparece
dedicarse con verdaderafascinaciony acierto. [3]
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Basterecordar algunos subtitulosdel tercer libro dela Geometria paradarse cuentade dénde provienen



diversostemasde cuaquier introduccion actua a primer curso deagebra:

-Sobre el nimero de raices de unaecuacion.

-Sobrelasraices negativas (falsas).

-Sobrelareduccién del grado de unaecuacion.

-COmo puede examinarse si unacantidad dadaesel valor deunaraiz.

-Cuantasraices positivasy negativas pueden darse en unaecuacion.

-Como convertir lasraicespositivasen negativasy viceversa.

-COmo pueden hacerse mayores o menores|asraices de unaecuacion sin conocerlas.

Al aumentarselasraices positivasdisminuyen lasnegativasy alainversa.

-Como puede suprimirse el segundo término en unaecuacion.

-Como lograr quelasraices negativas pasen aser positivassin que sucedalo inverso.

-Como lograr unaecuacion de coeficientesracionaes.

‘Raicesredesoimaginarias.

Que un problema searesoluble con reglay compas se traduce por el hecho de que las raices de una
ecuacion puedan hd larse mediante extraccion de Uni camente raices cuadradas. Descartes estudi 6 ecuaciones
deterceroy cuarto grados, susceptiblesderepresentar problemas solublescon reglay compas. En particular,
fue capaz detransformar ecuaciones de cuarto grado en detercero. Vuillemin[11, 12, 13]setomd € trabajo
deexplicitar laconcordanciadelos cél cul os cartesianos con | os que se desprenden de laactual teoriade
€ecuaciones.

Descartesilumind sendas paralainvestigaci on posterior apuntadeintuicionesgeniaes.

Sevaliadelaintuiciény deladeduccion, pero subordinabaimpl acablementeladeduccién alaintuicion.
[10]

No esdeextrafiarse deque a lado de claros aciertos haya claras equivocaciones. He aqui algunas:

Clasificacion delascurvas por géneros, guiado por aguello de problemas planos descritos por ecuaciones
degrados1, o, 2; y problemas solidos descritos por ecuacionesde grados304. [1]

Al terminar d libro |1 delaGeometria quiereindicar como extender a espacio los procedi mientosexitosos
enel plano, perofalalaintuiciéndel problemaal afirmar que paraconstruir normalesalas curvas alabeadas
basta saberlo hacer respecto de las proyecciones ortogonal es sobre dos planos.

Un rasgo cartesiano negativo enlahistoriadelageometria, esel deladistincion entre curvasgeométricas
y mecanicas: "... todoslos puntos delas curvas geométricas, esasaber, delas susceptiblesde medidaprecisa
y exacta, tienen necesariamente a gunarel acion con todos|os puntos de unarecta, que puede ser expresada
medianteunasolaecuacion™. Asi, pues, lascurvas geométri casresultan dadas por unaecuacion distintivaque
especificaunapropiedad. Descartesentendiapor ecuacion lo que sedenominaactua mente ecuaci on polindmica,
locual esclaroalolargo delaGeometria. Asi, pues, las curvastrascendentes no son curvas geométricas
paraDescartes: por g emplo, laespiral logaritmicanoloes.

Paratener éxito, deciaMaquiavel o, son requeridostalentoy fortuna. Descartes|ostuvo ambos. Teniaun
talento muy bien cultivado. No esd discipulo deningln maestro[ 7] y sepropone crear su propio método para
progresar en cuanto se pueda saber.

Pero esigud mente, un ser humano con muchasuerte. Supo encauzar, tratandose delafilosofia, € descontento
con su aprendizaj e, su ensefianzaeincluso su utilizacién como reglade vida. Construy6, completamenteasu
manera, unafilosofia, desdelabase, con métodoy problemas.

Pero, igual mente en matematicavive e momento en que su accion puede ser determinante. Enel airehabia
diversasideas contrapuestas, |0 que generaba confusion. Descartesintuye cual es son las verdaderamente
basicasy muestracomo usar de ellas. M as decididamente que Fermat, quierellegar al publico, aunque no
descameterseen pleitos.

Esuninvestigador mateméti co afortunado en cuanto su obraes somera. Précticamente sereducealas 120
paginasdelaGeometria. Hay algunacorrespondenciaatinente. EnlaGeometria exponecon agun detalle,



no con todo detalle; en a gunos casos, porgque no existian aln los agoritmos apropiados.

Descartescompone con gran diligenciasus obrasfilosoficas ; no puede decirseliteramentelo mismo desu
obramatematica, apesar delas grandesluces que proyectd sobreel desarrollo delageometria.

Molland [9] mencionaaAllard, quien en un escrito dedico trespaginasa'laperezade Descartes respecto
alamatemética'.

EnlaGeometria hay pasgesreveladores: "Trataré de dar lademostracion en pocas pal abras porque me
fastidiaescribir mucho” (Smith & Latham[4, 26-27]).

"No esmi propdsito escribir un gran tratado. Intento méasbien decir mucho en pocaspalabras’ (Smith &
Latham[4, 240]).

En otraoportunidad sugiere que procede como quien se encargadel plan genera deunaobray dgalos
detallesalosayudantes.

"Renuncio alageometria" escribe algunavez como excusaparano completar unoscacul os.

Se puede suscribir €l juicio de Molland [9] acercade laGeometria : "Hay frecuentes obscuridadesy
lagunas de razonamiento ; diversostemas que habianinteresado aDescartesen otras ocasi onesde su vidason
lanzadosalli sin escrupulos en cuanto alaunidad delaobra’. Esunaléstimaquetodaslas 120 paginasno
hayan sido escritas con € mismo fervor explicativo quelas concernientesalateoriade ecuaciones.

Si senotaciertadisplicenciade Descartesrespecto delos cal cul os al gebrai cos que comportabasu vision
delageometriamediante e algebra, no esde extrafiar que algo and ogo sucedaen su correspondencia.

Florimond de Beaune, digno estudioso dela Geometria, escribea maestro parasometerle un problema
quefueinterpretado por Descartes como problemainverso del deladeterminacidn detangentes; si €l de
tangentestiene que ver con diferenciacion, €l de Beaunetendraque ver conintegracion. Descartes, ensu
respuesta hace comentarios muy pertinentes; pero escribe que hatrabajado en € problema, siempre sobre
borradores que no haconservado ; por lo cual leenviasolo laideagenera que se hahecho del problemasin
los cél cul os esclarecedores que, seguramente, esperabade Beaune. [11]

Descartestienegusto por lareflexién profunday estaconvencido de quelaparsimoniosasoluciéndeun
problemamatematico puede extenderse en un méodo generd parabuscar laverdad en cualquier disciplina
Participaaotros su persona degustacion delainvestigacion. Pero francamenteno disfrutael placer dellevar
un problemahasta sus Ultimas consecuencias. El "intlyalo primero, luego demuéstrel 0" de Polyaespara
Descartes: Unavez intuido, |o demasviene por afladidura.

Todo eso hizo Descartes.

No lo hizo tan bien como hubierapodido hacerlo.

Fue quien meg or concretd unas cuantasideas que estaban en € aire delaépoca, como erarequerido por
las necesidadesinvestigativasen esemomento delahistoria. [ 3]

Ahi Descartestuvo mas suerte que Fermat, por g emplo.

Pudo entusiasmar asus pares con las posi bilidadesdelaconfluenciaentre d gebray geometria. [8]

En principio, cadavez queuninvestigador posterior lograponer en ecuacionesunacuestion geométrica, o
sencillamente quien ensefial os € ementos delamateméticamediante un cl cul o cual quiera, podriarecordar
conunaespeciedegratitud, a escudrifiador ded siglo XVII quemésacertd avidumbrar € camino, esasaber,
aDescartes.
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